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CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS
E´TENDUE A` TOUTES LES REPRE´SENTATIONS
par Alexandru Ioan BADULESCU1
Abstract : We give here a generalization of the local Jacquet-Langlands correspondence
to all the smooth irreducible representations. This correspondence is characterized by
the fact that it respects the classical Jacquet-Langlands correspondence and it com-
mutes with the parabolic induction functor. It has good behaviour with respect to the
Jacquet functor and the Aubert involution. Using this correspondence, we prove some
particular cases of the global Jacquet-Langlands correspondence and we deduce that a
class of representations of an inner form of GLn over a p-adic field is unitarizable.
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2 CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS E´TENDUE
1. Introduction
Le but principal de cet article est d’e´tudier plus a fond la correspondance de Jacquet-
Langlands, plus pre´cise´ment chercher une correspondance pour une classe plus large de
repre´sentations que la classe des repre´sentations de carre´ inte´grable. Non seulement la
question est naturelle, mais aussi elle intervient de fac¸on ine´luctable quand on essaye de
de´montrer une correspondance de Jacquet-Langlands globale, entre les repre´sentations
automorphes de GLn et les repre´sentations automorphes de ses formes inte´rieures sur
un corps global. Na¨ıvement, on attendrait d’une telle correspondance qu’elle respecte
localement, a` chaque place, la correspondance de Jacquet-Langlands locale. Ceci n’est
en fait jamais vrai. Prenons le cas le plus simple traˆıte´ dans [Vi]. Soit F un corps local
non archime´dien et D une alge`bre a` division centrale et de dimension n2 sur F . La
correspondance de Jacquet-Langlands locale re´alise une bijection entre l’ensemble des
classes d’e´quivalence des repere´sentations de carre´ inte´grable de GLn(F ) et l’ensemble
des classes d’e´quivalence des repre´sentations lisses irre´ductibles unitaires de D∗. Mais,
une correspondance globale du type de celle e´tablie dans [Vi], mettra en correspondance
localement une repre´sentation lisse irre´ductible unitaire de D∗ soit avec la repre´sentation
de carre´ inte´grable π de GLn(F ) qui lui correspond par Jacquet-Langlands, soit avec
la duale de π au sens de [Ze]. Elle ne respecte donc pas toujours localement la corre-
spondance de Jacquet-Langlands. Le cas ge´ne´ral est encore plus complique´, une corre-
spondance globale comple`te faisant intervenir automatiquement et le spectre cuspidal
et le spectre re´siduel des deux groupes. Or, la correspondance de Jacquet-Langlands
locale classique ne traˆıte tout au plus que des repre´sentations tempe´re´es, tandis que
les composantes locales des repre´sentations automorphes irre´ductibles dans le spectre
re´siduel de GLn ne sont pas tempe´re´es, et souvent elles ne sont pas non plus duales des
repre´sentations de carre´ inte´grable ([MW]). Donc, toˆt ou tard se poseront les questions,
si G = GLn(F ), F corps local non archime´dien, et G
′ est une forme inte´rieure de G,
1) en se donnant une repre´sentation lisse irre´ductible (eventuellement unitaire) de G
qui n’est pas tempe´re´e, y a-t-il une repre´sentaion de G′ qui lui correspond ou non ? et
2) si oui, la repre´sentation qui lui correspond est-elle irre´ductible ou non ?
Notre article donne une re´ponse assez satisfaisante a` la premie`re question, mais pour la
deuxie`me question la re´ponse n’est pas satisfaisante, sauf dans le cas des repre´sentations
duales (au sens de [Ze] ou [Au]) des repre´sentations tempe´re´es. Le lecteur remarquera
que cette classe de repre´sentations est assez importante pour la correspondance globale,
vu la classification du spectre re´siduel de GLn ([MW]).
Soit F un corps local non archime´dien. Posons G = GLn(F ) et soit G
′ une forme
inte´rieure de G. Si g ∈ G et g′ ∈ G′ on dit que g et g′ se correspondent si g et g′
sont semisimples re´guliers et ont le meˆme polynoˆme caracte´ristique. Alors tout e´le´ment
conjugue´ a` g et tout e´le´ment conjugue´ a` g′ se correspondent. Notons GG′ l’ensemble des
e´le´ments de G qui correspondent a` un e´le´ment de G′. Soient f une fonction invariante
par conjugaison de´finie sur GG′ et f
′ une fonction invarainte par conjugaison de´finie sur
l’ensemble des e´le´ments semisimples re´guliers de G′. On dit que f et f ′ se correspondent
si elles sont e´gales sur des classes de conjugaion qui se correspondent. Par abus, si f est
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de´finie sur un sous-ensemble de G contenant GG′ , nous dirons qu’elle correspond a` f
′
si la restriction de f a` GG′ correspond a` f
′. Typiquement, ici, les fonctions invariantes
par conjugaison seront des combinaisons line´aires de caracte`res de repre´sentaions.
Alors la re´ponse a` la premie`re question pose´e plus haut est la suivante : si π est
une repre´sntation lisse irre´ductible de G, alors ou bien le caracte`re de π est nul sur
GG′ ou bien sa restriction a` GG′ correspond a` une combinaison line´aire de caracte`res
de repre´sentations lisses irre´ductibles de G′ (le premier cas est en fait cas particulier du
deuxie`me, en conside´rant la combinaison nulle). Les coefficents de la combinaison sont
entiers. Ceci se traduit par un morphisme de groupes entre les groupes de Grothendieck
Grot(G) et Grot(G′) des repre´sentations lisses de longueur finie de G et G′ :
The´ore`me. Il existe un unique morphisme de groupes
LJ : Grot(G)→ Grot(G′)
tel que, pour tout π ∈ Grot(G), le caracte`re de π correspond au caracte`re de LJ(π). Ce
morphisme est surjectif et il prolonge la correspondance de Jacquet-Langlands au signe
pre`s.
Nous pouvons e´galement de´crire le noyau de LJ. Ce qui est important aussi est de
de´finir une section, un morphisme en sens inverse. Ici il faut faire un choix. Nous
pouvons de´finir un morphisme injectif de groupes
JL : Grot(G′)→ Grot(G),
prolongeant la correspondance de Jacquet-Langlands au signe pre`s et tel que, pour tout
π ∈ Grot(G′), le caracte`re de π correspond au caracte`re de JL(π). Pour des e´nonce´s
plus pre´cis, voir le th. 3.2 et la prop. 3.3, section 3.1. Le choix que nous avons fait
pour de´finir JL semble tre`s naturel, comme nous l’expliquons plus bas, seulement JL
ne transforme pas une repre´sentation irre´ductible en une repre´sentation irre´ductible.
Le proble`me qui se pose, et auquel l’auteur de cet article n’a pas de re´ponse, est :
existe-t-il une autre section de LJ qui transforme une repre´sentation irre´ductible en une
repre´sentaion irre´ductible ? Remarquons que les morphismes LJ et JL tels que nous
les avons de´finis, ensemble avec l’e´tude de leur comportement vis-a`-vis des foncteurs
d’induction et de restriction parabolique que nous faisons par la suite, semblent eˆtre
importants pour re´soudre la question plus difficile de l’irre´ductibilite´. Par exemple,
meˆme si LJ ne respecte pas la dualite´ sur les deux groupes, il permet ne´anmoins de
montrer que, si deux repre´sentations se correspondent par LJ, les caracte`res de leurs
duales se correspondent au sens de´fini plus haut et au signe pre`s (voir la section 3.5).
Ce re´sultat, applique´ aux repre´sentations duales des repre´sentations de carre´ inte´grable,
joue un certain roˆle dans la compre´hension de la correspondance globale.
A` partir des groupes de Grothendieck des repre´sentations lisses de longueur finie
associe´s aux groupes line´aires sur F , Zelevinski a construit une alge`bre de Hopf avec
involution ([Ze]). Le meˆme type de construction peut eˆtre faite pour les groupes line´aires
sur une alge`bre a` division D de dimension finie et centrale sur F , les groupes e´tant cette
fois des formes inte´rieures du groupe line´aire sur F ([Ta]). Dans la sous-section 3.2, nous
montrons que les morphismes de´finis entre les groupes de Grothendieck donnent lieu a`
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des morphismes entre les alge`bres de Hopf (la situation est un peu plus complique´e,
voir le th. 3.6). Ce morphisme entre les alge`bres de Hopf traduit le comportement de
la correspondance JL que nous avons de´finie vis-a`-vis de l’induction parabolique et du
foncteur de Jacquet de restriction. C’est l’unique correspondance qui respecte les car-
acte`res, la correspondance de Jacquet-Langlands classique, et commute avec l’induction
parabolique. Elle ne commute pas a` proprement parlant avec le foncteur de Jacquet,
mais les restrictions de deux repre´sentations qui se correpondent par JL ont des car-
acte`res qui se correspondent.
Comme nous l’avons signale´, notre correspondance n’envoie pas (meˆme au signe pre`s)
les repre´sentations irre´ductibles sur des repre´sentations irre´ductibles, et cela meˆme dans
le cas le plus simple ou` G′ = GL2(D), D alge`bre a` division, centrale et de dimen-
sion finie sur F (voir le commentaire 2 au th. 3.2). Ceci constitue un proble`me pour
l’e´tablissement d’une correspondance de Jacquet-Langlands globale comple`te et il fau-
dra mieux comprendre le phe´nome`ne. D’autre part, la correspondance JL n’est pas
uniquement de´termine´e par la relation entre les caracte`res. On peut donc se poser la
question si, en renonc¸ant a` l’hypothe`se que la correspondance commute avec le foncteur
d’induction, on peut construire une autre correspondance qui envoie des repre´sentations
irre´ductibles sur des repre´sentations irre´ductibles. Nous conjecturons l’existence d’une
correspondance qui ve´rifie la relation des caracte`res et qui est de´finie par le fait qu’elle
respecte les parame`tres de Langlands (sect. 3.4). Nous ne connaissons pas la re´ponse a`
cette question mais nous la ve´rifions dans le cas le plus simple G′ = GL2(D).
Toutes ces constructions sont base´es sur le fait que, si G′ est une forme inte´rieure
de GLn(F ), F corps local non archime´dien, alors l’induite a` G
′ d’une repre´sentation
de carre´ inte´grable d’un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G′ est
irre´ductible. Ce re´sultat a e´te´ prouve´ par Deligne, Kazhdan et Vigne´ras dans le cas ou`
la caracte´ristique de F est nulle. Suivant leur me´thode et utilisant la the´orie des corps
proches a` la Kazhdan que nous avons developpe´e dans [Ba2], nous prouvons ce re´sultat
en caracte´ristique non nulle (sect. 2). Ainsi, tous les re´sultats sont valables en toute
caracte´ristique.
Dans la section 4 nous montrons quelques cas particuliers de correspondance de
Jacquet-Langlands globale. Ici nous voyons l’importance de la comprehension de la
correspondance locale pour d’autres repre´sentations que les repre´sentations de carre´
inte´grable. Comme illustration du principe local-global-local, nous obtenons comme
corollaire de la correspondance globale le fait que les repre´sentations duales des repre´sentations
de carre´ inte´grable de G′ sont unitaires, ainsi que d’autres cas d’unitarisabilite´, tous
pre´vus par les conjectures de [Ta].
Une partie importante de ce travail provient d’une the`se e´crite sous la direction de
Guy Henniart et je voudrais le remercier ici pour son aide inestimable. Je remercie
e´galement Colette Moeglin, Herve´ Jacquet, Bertrand Lemaire et Anne-Marie Aubert
qui ont lu partiellement le manuscrit et lui ont apporte´ des corrections et suggestions.
Merci a` Andrei Moroianu pour le contre-exemple de la section 3.3.
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2. Irre´ductibilite´ des induites des representations de carre´
inte´grable
Soient F un corps local non archime´dien de caracte´ristique quelconque, D une alge`bre
a` division centrale sur F , de dimension finie d2, r un entier strictement positif et G′ =
GLr(D). Le but de cette section est de montrer le the´ore`me 2.1 plus bas. Le cas de
caracte´ristique nulle a e´te´ prouve´ dans [DKV] (the´ore`me B.2.d) et c’est la` qu’apparaˆıt
l’ide´e d’utiliser le the´ore`me de Paley-Wiener. On prouve ici le cas de caracte´ristique non
nulle, en utilisant la me´thode des corps proches.
The´ore`me 2.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G′ et soit P =
LU une de´composition de Levi de P . Soit π une repre´sentation de carre´
inte´grable de L. Alors indG
′
P π est irre´ductible.
On note Ψ(G′) l’ensemble des caracte`res lisses non ramifie´s de G′. L’ensemble Ψ(G′)
admet une structure naturelle de varie´te´ alge´brique. Si π est une repre´sentation admis-
sible de G′, on note Ψ(G′;π) l’ensemble de classes de repre´sentations du type ψ ⊗ π,
ψ ∈ Ψ(G′) (Ψ(G′;π) a une structure de varie´te´ alge´brique isomorphe a` un quotient
de la varie´te´ Ψ(G′)). On note Grot(G′) le groupe de Grothendieck des repre´sentations
lisses de longueur finie de G′. A` part l’ensemble des classes de repre´sentations lisses
irre´ductibles, Grot(G′) admet une autre Z-base remarquable, voir paragraphes suivants.
Appelons un sous-groupe parabolique de G′ standard s’il contient le groupe des matri-
ces triangulaires supe´rieures, et un sous-groupe de Levi de G′ standard s’il est un sous-
groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique standard. Si L est un sous-groupe de Levi
standard de G′ alors il existe une partition A1
∐
A2
∐
...
∐
Ak de l’ensemble {1, 2 ...r}
ou` A1 = {1, 2 ...r1}, A2 = {r1 + 1, r1 + 2 ...r1 + r2} etc. telle que L soit l’ensemble des
matrices M = (mij)1≤i,j≤r ∈ G
′ telles que mij est nul si (i; j) /∈ ∪
k
u=1Au × Au. Nous
identifions alors L au produit GLr1(D) × GLr2(D) × ... × GLrk(D). Les notations du
paragraphe pre´ce´dent s’appliquent aussi a` tout sous-groupe de Levi standard de G′.
Si ν ∈ Ψ(L), alors ν =
∏k
u=1 νu, ou` νu ∈ Ψ(GLru(D)) et s’e´crit donc νu = |det |
cu,
ou` cu est un nombre complexe. On dit que ν est strictement positif si u 7→ Re(cu) est
une fonction strictement croissante.
Nous appelons repre´sentation de Langlands une repre´sentation du type indG
′
Q ν⊗ τ ou`
Q est un sous-groupe parabolique standard de G′, τ est une repre´sentation tempe´re´e
du sous-groupe de Levi de Q, et ν est un caracte`re strictement positif. L’ensemble
des repre´sentations de Langlands forme une base de Grot(G′) ([DKV], A.4.f) que nous
appellerons la base de Langlands. Nous appellerons repre´sentation de Langlands stricte-
ment induite une repre´sentation comme plus haut avec Q 6= G′. On note W (G′) le
groupe forme´ par les matrices de permutation dans G′ qu’on identifie aussi avec le
groupe des permutations de l’ensemble {1, 2 ...r}. Si L est un sous-groupe de Levi
standard de G′ et g ∈ G′, alors on pose gL = gLg−1 (meˆme notation aussi pour les
paraboliques) et si π est une repre´sentation de L, on note gπ la repre´sentation de gL
de´finie par gπ(x) = π(g−1xg). On utilise aussi les notations : Lg pour g
−1
L et πg pour
g−1π.
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Une repre´sentation de G′ est dite essentiellement de carre´ inte´grable si elle peut
s’e´crire comme produit tensoriel d’une repre´sentation de carre´ inte´grable et d’un car-
acte`re de G′. Nous abre´geons ici repre´sentation(s) essentiellement de carre´ inte´grable
par r.e.c.i.. Nous en rencontrerons beaucoup par la suite. Une repre´sentation est dite es-
sentiellement tempe´re´e si elle peut s’e´crire comme produit tensoriel d’une repre´sentation
tempe´re´e et d’un caracte`re de G′.
De´monstration. On peut supposer que P est standard. Nous montrons le the´ore`me
par re´currence sur l’entier strictement positif k tel que G′ = GLk(D) (D est fixe´e). Pour
k = 1 le the´ore`me est e´vident. Supposons que le the´ore`me est ve´rifie´ pour tout k < r.
Supposons maintenant par l’absurde qu’il existe un sous-groupe parabolique propre P0
de G′ = GLr(D), une de´composition de Levi P0 = L0U0 de P0 et une repre´sentation de
carre´ inte´grable π0 de L0 telle que l’induite de P0 a` G
′ de la repre´sentation π0 ne soit
pas irre´ductible. On sait qu’on a dans Grot(G′) :
indG
′
P0π0 =
s∑
i=1
aiτi
ou` les ai sont des entiers strictement positifs et les τi sont des repre´sentations tempe´re´es
de G′ non e´quivalentes, et aucune parmi les τi n’est de carre´ inte´grable.
Lemme 2.2. On a s = 1.
De´monstration. Supposons par l’absurde que s ≥ 2. On a alors deux cas :
Premier cas : Il existe un i ∈ {2, 3...s} tel que τi /∈ Ψ(G
′; τ1). On peut supposer
que i = 2. Posons
{τ1, τ2, τ3 ...τs} ∩Ψ(G
′; τ1) = {τi1 = τ1, τi2 , τi3 ...τip}
et
{τ1, τ2, τ3 ...τs} ∩Ψ(G
′; τ2) = {τj1 = τ2, τj2 , τj3 ...τjq}.
Soient
α =
q∑
u=1
aju
et
β =
p∑
v=1
aiv .
On conside`re alors la forme line´aire f sur Grot(G′) de´finie sur la base de Langlands par :
1) f(ρ) = α si ρ ∈ Ψ(G′; τ1)
2) f(ρ) = −β si ρ ∈ Ψ(G′; τ2)
3) f(ρ) = 0 si ρ est une repre´sentation de la base de Langlands de Grot(G′) qui n’est
pas dans l’un des deux cas pre´ce´dents.
Remarque. Les conditions 1) et 2) ont e´te´ choisies de fac¸on a` ce que 1), 2) et 3)
impliquent que f(χ⊗ indG
′
P0
π0) = 0 pour tout χ ∈ Ψ(G
′). On a aussi f(τ1) = α 6= 0.
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Deuxie`me cas : Pour tout i ∈ {2, 3...s} il existe un caracte`re χi ∈ Ψ(G
′) tel qu’on ait
τi = χi ⊗ τ1. Alors, par l’unicite´ modulo conjugaison de l’induite d’une repre´sentation
de carre´ inte´grable qui contient une repre´sentation tempe´re´e donne´e, on en de´duit que
les χi ve´rifient :
(resG
′
P0χi)⊗ π0 ≃ π
w
0
ou` w est un e´le´ment du groupe de Weyl du tore maximal standard de L0 dans G
′. Soit
K l’ensemle de tous les caracte`res χ ∈ Ψ(G′) qui ve´rifient une telle relation. K est
un sous-groupe de Ψ(G′). Si χ1 est le caracte`re trivial de G
′, {χ1, χ2...χs} admet une
structure de groupe multiplicatif, quotient de K par le stabilisateur de la classe τ1. En
particulier, tous les ai sont e´gaux. Soit alors f0 une fonction alge´brique de´finie sur la
varie´te´ Ψ(G′; τ1) et qui ve´rifie :
- f0(τ1) = 1
- f0(τi) = 0 pour i ∈ {2, 3...s}.
Soit ǫ une racine primitive d’ordre s de l’unite´. Posons :
f1(τ) =
s∑
i=1
ǫi−1f0(χi ⊗ τ) ∀τ ∈ Ψ(G
′; τ1).
De´finissons cette fois la fonction f sur la base de Langlands de Grot(G′) de la fac¸on
suivante :
1’) f(ρ) = f1(ρ) si ρ ∈ Ψ(G
′; τ1)
2’) f(ρ) = 0 si ρ est une repre´sentation de la base de Langlands qui ne se trouve pas
dans Ψ(G′; τ1).
Remarque. Dans ce cas aussi, f(χ ⊗ indG
′
P0
π0) = 0 pour tout χ ∈ Ψ(G
′), tandis
que f(τ1) = 1 6= 0.
Nous allons montrer que la fonction f ve´rifie toujours (qu’on soit dans le premier ou
le deuxie`me cas) les conditions de Paley-Wiener.
Lemme 2.3. L’application f s’annule sur toute repre´sentation induite a`
partir d’un sous-groupe parabolique propre de G′.
De´monstration. Se fait en deux e´tapes :
E´tape 1 : f s’annule sur toute induite d’une repre´sentation essentiellement de carre´
inte´grable d’un sous-groupe de Levi propre. (N’utilise pas l’hypothe`se de re´currence.)
Soient P un sous-groupe parabolique propre de G′, P = LU une de´composition de
Levi de P et σ une r.e.c.i. de L. On sait (voir, par exemple, [Ba1], lemme 2.3) qu’on a
deux possibilite´s :
- si σ est un produit du type σ = ψ⊗ σu ou` ψ est la restriction a` L d’un caracte`re Ψ
de G′ et σu est de carre´ inte´grable, alors ind
G′
L σ = Ψ⊗ ind
G′
L σu,
- sinon indG
′
L σ est une somme de repre´sentations de Langlands strictement induites.
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Maintenant, si σ est dans la seconde situation, f(indG
′
P σ) = 0 par la construction de
f (condition 3) dans le premier cas et 2’) dans le deuxie`me). Si σ est dans la premie`re
situation, alors on a encore une fois deux possibilite´s :
- ou bien L = Lg0 pour un g ∈ G
′ et il existe un caracte`re θ de L qui est la restriction
d’un caracte`re Θ non ramifie´ de G′ tel que σu = θ ⊗ π
g
0 ; alors, dans Grot(G
′), on a
indG
′
L σu = Θ⊗ ind
G′
L0
π0, ce qui implique
f(indG
′
P σ) = f(Ψ⊗ ind
G′
L σu) = f(ΨΘ⊗ ind
G′
L0π0) = 0
(voir les remarques faites plus haut sur la construction de f dans les deux cas),
- ou bien on ne se trouve pas dans cette situation ; alors les se´ries de composition de
Θ⊗indG
′
P0
(π0) et ind
G′
P σu sont disjointes pour tout Θ ∈ Ψ(G
′). La suite de composition de
indG
′
P σu est donc forme´e de repre´sentations tempe´re´es, mais ne contient aucun e´le´ment
de ∪si=1Ψ(G
′; τi). Cela implique que la suite de composition de ind
G′
P σ = Ψ⊗ind
G′
P σu est
forme´e de repre´sentations essentiellement tempe´re´es mais ne contient aucun e´le´ment de
∪si=1Ψ(G
′; τi). Donc, encore une fois, f(ind
G′
P σ) = 0 par la condition 3) dans le premier
cas et 2’) dans le deuxie`me cas dans la construction de f .
E´tape 2 : Soit Grotind(G
′) le sous-groupe de Grot(G′) engendre´ par toutes les repre´sentations
induites a` partir de sous-groupes paraboliques propres de G′. Les repre´sentations in-
duites des r.e.c.i. a` partir de sous-groupes paraboliques propres de G′ forment une famille
ge´ne´ratrice pour Grotind(G
′). (Utilise l’hypothe`se de re´currence.)
Remarquons que l’hypothe`se de re´currence implique que pour tout sous-groupe parabolique
propre P de G′ qui a une de´composition de Levi P = LU , toute repre´sentation tempe´re´e
de L est une repre´sentation induite d’une repre´sentation de carre´ inte´grable. Par
conse´quent, toute repre´sentation essentiellement tempe´re´e de L est une repre´sentation
induite d’une repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable.
Soit P = LU un sous-groupe parabolique propre de G′. La remarque plus haut
vaut maintenant pour tous les sous-groupes paraboliques de L, propres ou pas cette
fois. Mais l’ensemble des induites des repre´sentations essentiellement tempe´re´es de
tous les sous-groupes paraboliques (propres ou pas) de L est une famille ge´ne´ratrice
de Grot(L) (car elle contient la base de Langlands de L). L’hypothe`se de re´currence im-
plique donc que l’ensemble des induites des r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques
(propres ou pas) est aussi une famille ge´ne´ratrice de Grot(L). Cela prouve que les
repre´sentations induites de r.e.c.i. a` partir de sous-groupes paraboliques propres de G′
engendrent Grotind(G
′). 
Pour ve´rifier les conditions de Paley-Wiener sur f , il suffit, graˆce au lemme 2.3, de
montrer que pour toute repre´sentation irre´ductible π de G′, la restriction de f a` Ψ(G′;π)
est alge´brique. Pour cela, on e´crit π sur la base de Langlands dans Grot(G′). Il y a
deux types de repre´sentations qui apparaissent dans cette e´criture : des repre´sentations
essentiellement tempe´re´es de G′ et des repre´sentations de Langlands induites strictes.
Quand on fait le produit tensoriel d’une repre´sentation de Langlands induite stricte par
un caracte`re, on obtient toujours un e´le´ment de Grotind(G
′). Or, on a montre´ que f
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s’annule sur Grotind(G
′). Donc, l’alge´bricite´ de f sur Ψ(G′;π) se re´duit a` l’alge´bricite´
de f sur les varie´te´s Ψ(G′; τ) ou` τ est une repre´sentation essentiellement tempe´re´e, qui
est e´vidente par les conditions pose´es a` la construction de f .
Donc f est une fonction trace par application du the´ore`me de Paley-Wiener ([BDK]).
Soit f ′ une fonction sur G′ qui correspond a` f par ce the´ore`me.
Lemme 2.4. L’inte´grale orbitale de f ′ est nulle sur les e´le´ments semisimples
re´guliers non elliptiques de G′.
De´monstration. On a vu que, pour tout σ ∈ Grotind(G
′), on avait trσ(f ′) = 0. Le
lemme est alors une conse´quence classique en toute caracte´ristique (voir par exemple
[Ba1], lemme 2.4). 
La fonction f ′ annule de plus les traces de toutes les repre´sentations essentiellement
de carre´ inte´grable, mais pas la trace de τ1. Montrons qu’il y a la` une contradiction qui
prouve que s = 1 (on est toujours dans la de´monstration du lemme 2.2). On distingue
deux cas, selon la caracte´ristique de F :
(a) F est de caracte´ristique nulle
Lemme 2.5. L’inte´grale orbitale de f ′ s’annule sur les e´le´ments elliptiques
re´guliers de G′.
De´monstration. Soient Z le centre de G′ et ω un caracte`re unitaire de Z. Nous
allons utiliser l’espace L0(G
′
e;ω) des fonctions f localement constantes sur l’ensemble
des e´le´ments elliptiques re´guliers de G′, invariantes sous l’action de conjugaison par des
e´le´ments deG′, et ve´rifiant f(zg) = ω(z)f(g) pour tout z ∈ Z et tout g elliptique re´gulier
dans G′. On conside`re le sous-espace L2(G′e;ω) de L0(G
′
e;ω) forme´ des fonctions f telles
que ∑
T∈Te
|WT |
−1
∫
T reg/Z
D(t¯)|f(t¯)|2dt
converge, ou` Te est un ensemble de repre´sentants des classes de conjugaison de tores
elliptiques maximaux de G′, |WT | est le cardinal du groupe de Weyl de T , T
reg est
l’ensemble des e´le´ments re´guliers de T , dt est choisie de fac¸on a` ce que le volume de
T reg/Z soit 1, et D(t¯) est la valeur absolue normalise´e du de´terminant de l’ope´rateur
Ad(t−1)−Id agissant sur Lie(G′)/Lie(T ). On de´finit un produit scalaire dans L2(G′e;ω)
en posant :
< f1; f2 >e=
∑
T∈Te
|WT |
−1
∫
T reg/Z
D(t¯)f1(t¯)f2(t¯)dt,
qui munit L2(G′e;ω) une structure d’espace pre´hilbertien.
On sait que pour toute repre´sentation π de G′ de carre´ inte´grable et de caracte`re
central ω, la restriction du caracte`re χpi de π a`G
′
e se trouve dans L
2(G′e;ω) et les e´le´ments
de L2(G′e;ω) ainsi obtenus forment une famille orthonormale pour < ;>e ([Cl2]). Une
conse´quence de la correspondance de Jacquet-Langlands avec une alge`bre a` division et
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que ce syste`me est complet ([Ba2], cor. 5.13, par exemple). A` partir de f ′ on de´finit f ′ω
en posant, pour tout g ∈ G′,
f ′ω(g) =
∫
Z
ω(z)f ′(zg)dz.
Nous avons la relation entre les inte´grales orbitales
Φ(f ′ω; g) =
∫
Z
ω(z)Φ(f ′; zg)dz,
pour tout g ∈ G′. Le lemme 2.4 entraine donc que l’inte´grale orbitale de f ′ω est nulle sur
les e´le´ments semisimples re´guliers qui ne sont pas elliptiques, i.e. qui n’appartiennent
pas a` un tore elliptique maximal. Dans ce cas, la formule d’inte´gration de Weyl donne,
pour toute repre´sentation de carre´ inte´grable π de G′ de caracte`re central ω,
trπ(f) =
∑
T∈Te
|W (T )|−1
∫
T reg/Z
D(t¯)χpi(t¯)Φ(f
′
ω; t¯)dt¯.
Or, on sait que trπ(f ′ω) = trπ(f
′) = 0.
Lemme 2.6. La restriction a` l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers
de G′ de l’inte´grale orbitale de f ′ω se trouve dans l’espace L
2(G′e;ω
−1).
De´monstration. D’apre`s [H-CvD], th.14, chap.8, pour tout T dans Te, le produit
de l’inte´grale orbitale de f ′ω et de la fonction D
1
2 est borne´ sur T reg. Le module du
carre´ de cette fonction est ainsi borne´ et donc inte´grable sur T reg/Z qui est de mesure
1. Comme Te est fini, le re´sultat s’ensuit. 
D’apre`s ce qui pre´ce`de, la conjugue´e de Φ(f ′ω;
.) est un e´le´ment de L2(G′e;ω) orthog-
onal a` χpi. C’est vrai pour toute repre´sentation π de carre´ inte´grable et de caracte`re
central ω. On en de´duit que Φ(f ′ω;
.) est identiquement nulle sur l’ensemble des e´le´ments
elliptiques re´guliers.
Soit g un e´le´ment elliptique re´gulier de G′. Nous avons trouve´ que pour tout caracte`re
unitaire ω de Z on a ∫
Z
ω(z)Φ(f ′; zg)dz = 0.
Par [Bo], chap. 2, th. 4.4, on en de´duit que Φ(f ′; g) = 0. Le lemme est montre´. 
Les lemmes 2.4 et 2.5 impliquent que l’inte´grale orbitale de f ′ est nulle sur l’ensemble
des e´le´ments semisimples re´guliers de G′. Mais alors la trace de toute repre´sentation de
G′ est nulle sur f ′ (nous sommes en caracte´ristique nulle). Cela contredit tr(τ1(f
′)) 6= 0.
En conclusion s = 1 et on a indG
′
P0
π0 = aτ ou` a est un entier strictement positif et τ est
une repre´sentation tempe´re´e de G′. 
(b) F est de caracte´ristique positive
Nous avons utilise´ deux re´sultats connus pour l’instant uniquement en caracte´ristique
nulle dans la de´monstration plus haut. Dans le cas de caracte´ristique non nulle, nous
allons utiliser les corps proches de Kazhdan pour conclure. Soit E un corps local non
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archime´dien de caracte´ristique nulle. Notons OF (resp. OE) l’anneau des entiers de F
(resp. E), et IF (resp. IE) l’ide´al maximal de OF (resp. OE). Nous disons que E et F
sont m-proches s’il existe un isomorphisme d’anneaux λ¯mFE de OF /I
m
F sur OE/I
m
E (pour
tout m on peut trouver un tel corps E). Quand on dira par la suite que F et E sont
m proches, on conside`rera tacitement qu’un isomorphisme λ¯mFE est fixe´ une fois pour
toutes. Soit E un corps m proche de F . Rebaptisons G′F notre groupe pour rappeler
qu’il est de´fini sur F . Nous avons G′F = GLr(DF ) ou` DF est une alge`bre a` division
centrale sur F , de dimension finie d2. On note G′E le groupe GLr(DE) ou` DE est une
alge`bre a` division centrale sur E qui a le meˆme invariant que DF .
Notons ODF l’anneau des entiers de DF , et IDF l’ide´al maximal de ODF . On pose
K0DF = GLr(DF ), et, pour tout entier strictement positif l, K
l
DF
= 1 +Mr(I
dl
DF
). On
fixe sur G′F une mesure de Haar telle que le volume de K
0
DF
soit 1. Soit f une fonction
localement constante a` support compact sur G′F . Nous de´finissons le niveau de f comme
e´tant le plus petit entier l tel que f soit bi-invariante par K lDF . Notons H
l
F l’alge`bre
de Hecke des fonctions localement constantes a` support compact de niveau infe´rieur ou
e´gal a` l sur G′F . Si π est une repre´sentation lisse irre´ductible de G
′
F on appelle niveau
de π le plus petit entier l tel que π ait un vecteur non nul fixe sous K lDF . Adoptons
pour G′E des notations et de´finitions analogues a` celles fixe´es dans ce paragraphe pour
G′F .
Dans [Ba2] nous montrons que, quel que soit l’entier positif l, il existe un entier m
tel que, pour tout corps E m-proche de F , λ¯mFE induise un isomorphisme d’alge`bres
ζ¯ lDFDE de H
l
F sur H
l
E . D’ou` une bijection entre l’ensemble de classes d’e´quivalence des
repre´sentations lisses irre´ductibles de G′F de niveau infe´rieur ou e´gal a` l et l’ensemble de
classes d’e´quivalence des repre´sentations lisses irre´ductibles de G′E de niveau infe´rieur
ou e´gal a` l. On utilise pour cet isomorphisme la meˆme notation ζ¯ lDFDE . Nous avons
trζ¯ lDFDE (π)(ζ¯
l
DFDE
(f)) = trπ(f)
pour toute repre´sentation π de G′F de niveau infe´rieur ou e´gal a` l et toute f ∈ H
l
F .
Avec les conventions faites en de´but de section, un sous-groupe de Levi standard L de
G′F ou G
′
E est forme´ des matrices diagonales par blocs de taille donne´e et on peut associer
a` L de fac¸on biunivoque une suite ordonne´e d’entiers strictement positifs r1, r2...rk telle
que
∑k
i=1 ri = r ou` les ri repre´sentent les tailles de ces blocs. A` un sous-groupe de Levi
standard de G′F correspond donc un unique sous-groupe de Levi standard de G
′
E . C’est
pareil pour les sous-groupes paraboliques standard. Si LF est un sous-groupe de Levi
standard de G′F on note LE le sous-groupe de Levi standard de GE qui lui correspond,
et si PF est un sous-groupe parabolique standard de G
′
F on note PE le sous-groupe
parabolique standard de G′E qui lui correspond. Sur chaque bloc d’un sous-groupe de
Levi standard de G′F et G
′
E nous adoptons les meˆmes notations et conventions que plus
haut.
Soit P est un sous-groupe parabolique standard de G′F et P = LU sa de´composition
de Levi (L sous-groupe de Levi standard de G′F et U le radical unipotent de P ). On
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munit P et U de mesures de Haar invariantes a` gauche telles que les volumes de P ∩K0DF
et U ∩K0DF soient e´gaux a` 1. On note δP le caracte`re modulaire sur P .
Pour toute fonction localement constante a` support compact sur G′F , on de´finit une
fonction localement constante a` support constant sur L, fP , par la formule :
fP (l) = δ
1
2
P (l)
∫
K0
DF
∫
U
f(k−1luk)dkdu
pour tout l ∈ L.
Les meˆmes de´finitions s’appliquent a` E.
Proposition 2.7. Soient PF un sous-groupe parabolique standard de G
′
F et
PF = LFUF la de´composition de Levi standard de PF . Alors il existe un
m tel que, si F et L sont m-proches, alors ζ¯ lDFDE (f
′) et ζ¯ lDFDE (f
′PF ) sont
bien de´finies et on a
(ζ¯ lDFDE (f
′))PE = ζ¯ lDFDE(f
′PF ).
De´monstration. L’analogue de cette proposition dans le cas particulier G′F =
GLr(F ) est montre´ a` la page 1053 de [Le]. La de´monstration est exactement la meˆme
dans notre cas. 
Nous allons relever notre situation en caracte´ristique nulle et utiliser (a). Soit PF
l’ensemble de tous les sous-groupes paraboliques standard, propres ou pas, de G′F et
soit m un entier suffisamment grand pour que, pour tout corps local E qui est m-
proche de F , la proposition 2.7 plus haut soit ve´rifie´e pour tout PF ∈ PF qui a une
de´composition de Levi standard PF = LFUF (c’est possible puisque PF est un ensemble
fini). On a alors :
1) si PE est un sous-groupe parabolique standard propre de G
′
E , si PE = LEUE est
une de´composition de Levi standard de PE , si π est une repre´sentation lisse irre´ductible
de LE, alors :
- ou bien le niveau de π est supe´rieur strictement a` l et alors
trπ(ζ¯ lDFDE(f
′PF )) = 0,
- ou bien le niveau de π est infe´rieur ou e´gal a` l et alors, en supposant que σ est
la repre´sentation lisse irre´ductible de LF qui ve´rifie ζ¯
l
DFDE
(σ) = π on peut e´crire :
trπ(ζ¯ lDFDE (f
′PF )) = trσ(f
′PF ) = tr(ind
G′
F
PF
σ)(f ′) = 0
car f ′ annule la trace de toute repre´sentation de Grotind(G
′
F ).
Dans les deux cas on obtient trπ(ζ¯ lDFDE(f
′PF )) = 0 ce qui implique, compte tenu de
la proposition 2.7 plus haut, que
tr(ind
G′E
PE
π)(ζ¯ lDFDE (f
′)) = 0.
Finalement, on a trouve´ que ζ¯ lDFDE(f
′) est une fonction qui annule la trace de toute
repre´sentation dans Grotind(G
′
E).
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2) si π est une r.e.c.i. de GE , alors ou bien son niveau est supe´rieur strictement a`
l et donc trπ(ζ¯ lDFDE (f
′)) = 0 ou bien son niveau est infe´rieur ou e`gal a` l et alors, en
supposant que σ est la repre´sentation lisse irre´ductible de G′F qui ve´rifie ζ¯
l
DFDE
(σ) = π
on a que σ est une r.e.c.i. (th. 2.16.b dans [Ba2]) et par conse´quent
trπ(ζ¯ lDFDE (f
′)) = trσ(f ′) = 0,
car f ′ annule la trace de toute r.e.c.i. de G′F . Finalement, on a trouve´ que ζ¯
l
DFDE
(f ′)
annule la trace de toute r.e.c.i. de G′E .
Or, E est de caracte´ristique nulle. Par les points 1) et 2) ci-dessus et par le raison-
nement de´ja` fait en caracte´ristique nulle, on en de´duit que ζ¯ lDFDE (f
′) annule la trace de
toutes les repre´sentations de G′E . D’autre part, comme trτ1(f
′) 6= 0, le niveau de τ1 est
infe´rieur ou e´gal a` l et donc ζ¯ lDFDE (τ1) est bien de´fini et
trζ¯ lDFDE(τ1)(ζ¯
l
DFDE
(f ′)) = trτ1(f
′) 6= 0.
Contradiction. On trouve donc, comme en caracte´ristique nulle, que s = 1 et on a
indG
′
P0
π0 = aτ ou` a est un entier strictement positif et τ est une repre´sentation tempe´re´e
de G′. 
Le fait que a = 1 se montre exactement de la meˆme fac¸on que les e´tapes (2) et (3) de
la preuve de la proposition 27 de [FK], page 98. Le th. 2.1 est de´montre´.
3. (Une) correspondance de Jacquet-Langlands ge´ne´ralise´e
3.1. Correspondance entre les groupes de Grothendieck. Dans cette sous-section
F est un corps local non archime´dien, D est une alge`bre a` division centrale sur F
de dimension d2, r est un entier strictement positif, n = rd, G = GLn(F ) et G
′ =
GLr(D). Rappelons que, si g est un e´le´ment de G ou de G
′ on dit que g est semisimple
re´gulier si son polynoˆme caracte´ristique est se´parable (valeurs propres distinctes dans
une cloˆture alge´brique de F ). Si g ∈ G et g′ ∈ G′ on dit que g et g′ se correspondent
s’ils sont semisimples re´guliers et ont le meˆme polynoˆme caracte´ristique. Rappelons
maintenant l’e´nonce´ de la correspondance de Jacquet-Langlands : il existe une unique
correspondance bijective C de l’ensemble des classes d’e´quivalence de r.e.c.i. de G sur
l’ensemble des classes d’e´quivalence de r.e.c.i. de G′ qui ve´rifie, pour toute r.e.c.i. π de
G :
χpi(g) = (−1)
n−rχC(pi)(g
′)
pour tout g et g′ qui se correspondent. Sur G comme sur G′ fonctionnent les conventions
faites a` la section pre´ce´dente pour une forme inte´rieure de G quelconque. Avec ces con-
ventions, a` un sous-groupe de Levi standard de G′ correspond un unique sous-groupe
de Levi standard de G et a` un sous-groupe parabolique standard de G′ correspond un
unique sous-groupe parabolique standard de G. Si L′ est un sous-groupe de Levi stan-
dard de G′ et L est le sous-groupe de Levi standard de G qui lui correspond, L′ est un
produit de groupes du type GLk(D) et L est le produit des groupes du type GLdk(F )
qui leur correspondent. Si L est de ce type, on dit que l se transfe`re. Ces de´finitions
s’e´tendent facilement aux sous-groupes paraboliques standard. La correspondance de
Jacquet-Langlands induit une correspondance entre les r.e.c.i. de L et les r.e.c.i. de L′.
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Nous noterons cette correspondance aussi C, quand il n’y aura pas d’ambigu¨ıte´.
Proposition 3.1. Soit BG le sous-ensemble de Grot(G) forme´ des induites
de r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques standard de G. Alors BG
n’est autre que la base de Langlands de Grot(G). Soit BG′ le sous-ensemble
de Grot(G′) forme´ des induites de r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques
standard de G′. Alors BG′ n’est autre que la base de Langlands de Grot(G
′).
De´monstration. Le fait que BG soit une base de Grot(G) apparaˆıt dans [Ze] sans
que le fait que ce soit exactement la base de Langlands y soit dit explicitement. Ce
re´sultat est conse´quence directe du fait que les induites des repre´sentations de carre´
inte´grable sont irre´ductibles et la de´monstration est la meˆme sur les deux groupes. Voir
[Ta], prop. 2.1 pour le cas ge´ne´ral de G′. 
Soit JLr l’application de´finie sur BG′ a` valeurs dans Grot(G) de la fac¸on suivante :
soient P ′ un sous-groupe parabolique standard (propre ou pas) de G′, L′ le sous-groupe
de Levi standard de P ′ et σ une r.e.c.i. de L′ ; soient P le sous-groupe parabolique
standard deG qui correspond a` P ′, L le sous-groupe de Levi standard de P (L correspond
a` L′) et σ la r.e.c.i. de L qui ve´rifie C(σ) = σ′ ; on pose
JLr(ind
G′
P ′σ
′) = indGPσ.
Graˆce a` la proposition pre´ce´dente, JLr s’e´tend de fac¸on unique en un morphisme injectif
de Z-modules de Grot(G′) dans Grot(G).
The´ore`me 3.2. a) Le morphisme injectif de Z-modules
JLr : Grot(G
′)→ Grot(G),
commute a` la tensorisation avec des caracte`res, et on a
χpi′(g
′) = (−1)n−rχJLr(pi′)(g)
pour tout g ∈ G et g′ ∈ G′ qui se correspondent.
b) Le morphisme JLr re´alise une bijection
- entre l’ensemble des classes de repre´sentations de carre´ inte´grable de G′
et l’ensemble de classes de repre´sentations de carre´ inte´grable de G, ainsi
qu’entre l’ensemble des classes de r.e.c.i. de G′ et l’ensemble des classes de
r.e.c.i. de G (l’application inverse n’est autre que C),
- entre l’ensemble des classes de repre´sentations tempe´re´es de G′ et l’ensemble
des classes de repre´sentations tempe´re´es de G qui sont des induites de
repre´sentations de carre´ inte´grable de sous-groupes paraboliques de G qui
se transfe`rent,
- entre l’ensemble des classes de repre´sentations cuspidales de G′ et l’ensemble
de classes de r.e.c.i. de G dont la restriction de Jacquet a` tout sous-groupe
parabolique qui se transfe`re est nulle.
c) Soit SG,G′ le sous-module de Grot(G) engendre´ par l’ensemble des
repre´sentations induites de r.e.c.i. de tous les sous-groupes paraboliques de
G qui ne se transfe`rent pas. Alors SG,G′ est un supple´mentaire de l’image
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Im(JLr) de JLr dans Grot(G) et JLr induit un isomorphisme de groupes
JLr : Grot(G
′) ≃ Grot(G)/SG,G′ .
De´monstration. a) Soient g ∈ G et g′ ∈ G′ qui se correspondent. Pour ve´rifier
qu’on a
χpi′(g
′) = (−1)n−rχJLr(pi′)(g) ∀ g ↔ g
′
pour tout π′ ∈ Grot(G′) il suffit de le ve´rifier pour tout π′ ∈ BG′ . Si π
′ est une r.e.c.i.
on a JLr(π
′) = C−1(π′) et c’est e´vident. Si π′ est l’induite d’une r.e.c.i. a` partir d’un
sous-groupe parabolique propre, cela re´sulte de la de´finition de JLr(π
′) et de la formule
du caracte`re d’une repre´sentation induite ([vD] ou [Cl1], prop. 3).
Pour montrer que JLr commute a` la tensorisation avec des caracte`res il suffit de le
montrer sur la base BG′ . Soit χ un caracte`re de G
′. Si π′ = indG
′
P ′σ
′, ou` P ′ est un
sous-groupe parabolique standard de G′ et σ′ est une r.e.c.i. du sous-groupe de Levi
standard L′ de P ′, alors on a
χ⊗ π′ = indG
′
P ′((res
G′
P ′χ)⊗ σ
′).
Or, (resG
′
P ′χ) ⊗ σ
′ est une r.e.c.i. de L′. Soient P le sous-groupe parabolique standard
de G correspondant a` P ′, L son sous-groupe de Levi standard et σ la r.e.c.i. de L qui
correspond a` σ′ par la correspondance entre L et L′. On a alors par de´finition de JLr :
JLr(ind
G′
P ′((res
G′
P ′χ)⊗ σ
′)) = indGP ((res
G
Pχ)⊗ σ).
On en de´duit que
JLr(χ⊗ π
′) = JLr(ind
G′
P ′((res
G′
P ′χ)⊗ σ
′)) = indGP ((res
G
Pχ)⊗ σ) =
χ⊗ indGPσ = χ⊗ JLr(ind
G′
P ′σ
′) = χ⊗ JLr(π
′).
b) L’assertion sur les r.e.c.i. est la correspondance de Jacquet-Langlands classique.
L’assertion sur les repre´sentations de carre´ inte´grable en re´sulte puisque C conserve le
caracte`re central et une r.e.c.i. est de carre´ inte´grable si et seulement si son caracte`re
central est unitaire. Les repre´sentations tempe´re´es de G′ sont exactement les induites
de repre´sentations de carre´ inte´grable des sous-groupes paraboliques (propres ou pas)
et l’assertion sur les repre´sentations tempe´re´es est imme´diate. La partie concernant les
repre´sentations cuspidales est le the´ore`me B.2.b de [DKV] (l’argument marche aussi en
caracte´ristique non nulle, voir [Ba2], prop. A, page 53).
c) Le fait que SG,G′ est un sous-module supple´mentaire de Im(JLr) dans Grot(G)
est une conse´quence imme´diate du fait que JLr(BG′) ⊂ BG et BG \ JLr(BG′) est par
de´finition une base de SG,G′ . Le fait que le morphisme de Z-modules Grot(G
′) →
Grot(G)/SG,G′ obtenu par composition de la projection Grot(G) → Grot(G)/SG,G′
avec JLr est un isomorphisme s’ensuit, parce que JLr est injectif et re´alise donc une
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bijection de Grot(G′) sur son image. 
Commentaires.
1) Le morphisme JLr n’envoie pas toute repre´sentation cuspidale de G
′ sur une
repre´sentation cuspidale de G. C’est le cas si et seulement si l’ensemble des nombres
premiers qui divisent n co¨ıncide avec l’ensemble des nombres premiers qui divisent r.
2) Le morphisme JLr n’envoie pas toute repre´sentation irre´ductible de G
′ sur une
repre´sentation irre´ductible de G, sauf si d = 1 ou r = 1. Donons un contre-exemple qui
se ge´ne´ralise facilement. Soient n = 4, d = r = 2, L′ le tore diagonal de G′ = GL2(D)
et L le sous-groupe de Levi standard de G = GL4(F ) qui lui correspond. Soit ρ un
caracte`re de F . En utilisant les notations de [Ze], conside´rons la r.e.c.i. σ de L :
σ =< [ρ; νρ] >t ⊗ < [νρ; ν2ρ] >t
(ν est le caracte`re valeur absolue du de´terminant, < [ρ; νρ] >t est la r.e.c.i. associe´e au
segment [ρ; νρ] etc.). Le the´ore`me 9.7 de [Ze] implique que la repre´sentation induite de
σ a` G est re´ductible, puisque les segments [ρ; νρ] et [νρ; ν2ρ] sont lie´s. Soit σ′ la r.e.c.i.
de L′ qui correspond a` σ. Alors le lemme 2.5 de [Ta] implique que la repre´sentation
induite de σ′ a` G′ est irre´ductible parce que d = 2 ne divise pas la longueur du segment
[ρ; νρ] ∩ [νρ; ν2ρ] = [νρ; νρ].
On peut donc dire qu’en ge´ne´ral, a` une repre´sentation irre´ductible π de G′ correspond
une combinaison line´aire a` coefficients dans Z de repre´sentations irre´ductibles de G.
3) Le the´ore`me 3.2 implique que, si D et D′ sont deux alge`bres a` division de meˆme
dimension sur F , si r est un entier strictement positif, il y a un unique isomorphisme
f : Grot(GLr(D)) ≃ Grot(GLr(D
′))
tel que pour tout π ∈ Grot(D) on ait :
χpi(g) = χf(pi)(g
′)
pour tout g ∈ GLr(D) et tout g
′ ∈ GLr(D
′) semisimples re´guliers qui ont le meˆme
polynoˆme caracte´ristique. Une question inte´ressante serait de savoir si cette fois, la cor-
respondance f envoie une repre´sentation irre´ductible sur une repre´sentation irre´ductible.
Cela n’a pas l’air e´vident, meˆme si le the´ore`me 3.6 de la sous-section suivante im-
plique que la correspondance f commute avec l’induction et la restriction, ainsi qu’avec
l’involution de´finie par A.-M. Aubert ([Au]).
4) En de´finissant le morphisme JLr ainsi on a fait le choix (naturel d’un certain point
de vue) de privile´gier les repre´sentations de carre´ inte´grable. En effet, les proprie´te´s
impose´es au point a) du the´ore`me ne caracte´risent pas le morphisme JLr, et meˆme les
proprie´te´s impose´es au points a) et b) ne le caracte´risent pas non plus. En regardant
“dans l’autre sens” on obtient le re´sultat suivant plus naturel d’un autre point de vue
puisqu’il est assorti d’“unicite´” :
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Proposition 3.3. Il existe un unique morphisme de Z-modules
LJr : Grot(G)→ Grot(G
′)
tel que, pour tout π′ ∈ Grot(G′), l’image re´ciproque de π′ par LJr est
l’ensemble de tous les π ∈ Grot(G) qui ve´rifient :
χpi(g) = (−1)
n−rχpi′(g
′)
pour tout g ∈ G et g′ ∈ G′ qui se correspondent. Le morphisme LJr est
surjectif. Son noyau est SG,G′.
Disons qu’un e´le´ment de Grot(G) est G′−nul si son caracte`re est nul sur tout e´le´ment
semisimple re´gulier qui a un correspondant dans G′. L’ensemble des e´le´ments G′−nuls
dans Grot(G) n’est autre que SG,G′ .
3.2. Correspondance entre les alge`bres de Hopf. Dans cette sous-section, F de´signe
un corps local non archime´dien et D une alge`bre a` division centrale sur F , de dimension
d2.
Soit n un entier strictement positif. Soit G l’un des groupes GLn(F ) ou GLn(D).
Rappelons que, si L est un sous-groupe de Levi standard deG, alors il existe une partition
A1
∐
A2
∐
...
∐
Ak de l’ensemble {1, 2 ...n} ou` A1 = {1, 2 ...n1}, A2 = {n1 + 1, n1 +
2 ...n1 + n2} etc. telle que L soit l’ensemble des matrices M = (mij)1≤i,j≤n ∈ G telles
que mij est nul si (i; j) /∈ ∪
k
i=1Ai × Ai. On appelle les ensembles ordonne´s A1, A2...Ak
les sections de L et on pose aussi |L| = n − k − 1. Maintenant, si L1 et L2 sont deux
sous-groupes de Levi standard de G, on note W (L1, L2) le sous-groupe de W (G) forme´
des e´le´ments w qui ve´rifient :
- w(k) < w(l) si k < l et k et l sont dans la meˆme section de L1
- w−1(k) < w−1(l) si k < l et k et l sont dans la meˆme section de L2.
Si w ∈W (L1;L2), alors
wL1 ∩L2 et L1 ∩ L
w
2 sont des sous-groupes de Levi standard
de G. Dans ce qui suit, on n’utilise les foncteurs d’induction et de restriction qu’a` par-
tir de sous-groupes paraboliques standard de G qui vont donc eˆtre de´termine´s par leur
sous-groupes de Levi standard. On adopte donc les notations de [Au] : si L1 et L2 sont
deux sous-groupes de Levi standard de G tels que L1 ⊂ L2, alors on pose i
L2
L1
= indP2P1
et rL2L1 = res
P2
P1
ou` P1 et P2 sont les sous-groupes paraboliques standard qui ont pour
sous-groupes de Levi standard L1 et L2 respectivement.
Rappelons ici sous forme d’un lemme le the´ore`me 1.2 de [Ze], re´sultat qui nous sera
utile par la suite :
Lemme 3.4. Soient L1 et L2 deux sous-groupes de Levi standard de G. Soit
π une repre´sentation de L1. On a alors :
rGL2i
G
L1π =
∑
w∈W (L1,L2)
iwL1∩L2
(
(rL1∩Lw2 π)
w
)
.
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Posons
R(F ) =
⊕
n∈N
Grot(GLn(F ))
ou`, par convention, pour n = 0 on met GLn(F ) = Z = Grot(GLn(F )). Si L est un sous-
groupe de Levi standard de GLn(F ) a` k blocs, on conside´rera r
G
L comme une application
line´aire de Grot(GLn(F )) a` valeurs dans ⊗
kR(F ).
A. Zelevinski a muni l’espace vectoriel R(F ) d’une multiplication m et une comultipli-
cation c qui en font une alge`bre de Hopf gradue´e ([Ze]). Avec les notations et conventions
plus haut, la multiplication et la comultiplication de Zelevinski se de´finissent de la fac¸on
suivante :
- si πk ∈ Grot(GLk(F )) et πk′ ∈ Grot(GLk′(F )), alors on identifie GLk(F )×GLk′(F )
avec le sous-groupe de Levi standard L de GLk+k′(F ) de blocs diagonaux de taille k
puis k′ et on pose
m(πk;πk′) = i
G
L (πk ⊗ πk′)
et on e´tend par biline´arite´ a` une application de R(F )⊗R(F ) a` valeurs dans R(F ).
- si π ∈ Grot(GLn(F )), on identifie GLk(F )×GLk′(F ), k+ k
′ = n, a` un sous-groupe
de Levi standard maximal de GLn(F ), Lk,k′, et on pose
c(π) =
∑
k+k′=n
r
GLn(F )
Lk,k′
π ;
on e´tend ensuite par line´arite´ a` une application de R(F ) a` valeurs dans R(F )⊗R(F ).
Exactement de la meˆme fac¸on on peut poser
R(D) =
⊕
r∈N
Grot(GLr(D)).
Si L est un sous-groupe de Levi standard de GLr(D) a` k blocs, on regarde r
G
L comme
une application line´aire de Grot(GLr(D)) a` valeurs dans ⊗
kR(D). On peut munir
l’espace vectoriel R(D) d’une multiplicationm′ et une comultiplication c′ de´finies comme
plus haut et ve´rifier comme dans [Ze] qu’on obtient ainsi une alge`bre de Hopf gradue´e
(voir [Ta]). Si H est l’un des groupes e´tudie´s ici, notons Π2(H) l’ensemble des classes
d’e´quivalence de r.e.c.i. de H.
Proposition 3.5. En tant qu’anneau, R(F ) est isomorphe a` l’anneau de
polynoˆmes en une infinite´ de variables commutatives Z[
⋃
n∈N
Π2(GLn(F ))] et,
toujours en tant qu’anneau, R(D) est isomorphe a` l’anneau de polynoˆmes
en une infinite´ de variables commutatives Z[
⋃
r∈N
Π2(GLr(D))].
De´monstration. Pour R(F ), cette proposition est une conse´quence du corrolaire
7.5, du the´ore`me 9.3, et de la proposition 9.16 de [Ze]. Voir [Ta], prop. 2.1 pour le cas
ge´ne´ral R(D). Autant pour R(F ) que pour R(D) c’est une conse´quence imme´diate de
la proposition 3.1. 
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The´ore`me 3.6. a) L’ensemble des morphismes injectifs de Z-modules
JLr : Grot(GLr(D))→ Grot(GLrd(F ))
pour tout r induit un morphisme injectif d’ anneaux
JL : R(D)→R(F ).
b) L’image de JL est le sous-anneau de R(F ) engendre´ par les r.e.c.i. de
tous les GLn(F ) tels que d divise n. L’ide´al IF,D de l’anneau R(F ) engendre´
par les r.e.c.i. de tous les GLn(F ) tels que d ne divise pas n est un Z-module
supple´mentaire de l’image de JL dans R(F ).
c) La comultiplication de R(F ) induit une ope´ration bien de´finie sur
l’anneau R(F )/IF,D. L’anneau R(F )/IF,D he´rite ainsi d’une structure d’alge`bre
de Hopf. L’application JL induit un isomorphisme d’ alge`bres de Hopf
JLH : R(D) ≃ R(F )/IF,D.
De´monstration. a) Pour tout entier positif r, JLr induit une bijection de Π
2(GLr(D))
sur Π2(GLrd(F )). La proposition 3.5 implique que cette restriction de JLr aux r.e.c.i.
pour tout r induit un unique morphisme d’anneaux JL de R(D) dans R(F ), qui de
plus est injectif. On doit prouver que pour tout r l’application JL co¨ıncide avec JLr sur
Grot(GLr(D)) tout entier. Par la proposition 3.1 et par line´arite´ des deux applications,
il suffit de ve´rifier que pour deux r.e.c.i. π′1 de GLr1(D) et π
′
2 de GLr2(D), on a
m(JLr1(π
′
1);JLr2(π
′
2)) = JLr1+r2(m
′(π′1;π
′
2)).
Mais cela fait partie de la de´finition meˆme de JLr1+r2 .
b) Partant de la de´finition de JL, le fait que l’image de JL est le sous-anneau de
R(F ) engendre´ par les r.e.c.i. de tous les GLn(F ) tels que d divise n est tautologique.
En e´crivant maintenant⋃
n∈N
Π2(GLn(F )) =
(⋃
d|n
Π2(GLn(F ))
)⋃(⋃
d6 |n
Π2(GLn(F ))
)
,
on a que tout polynoˆme en les variables
⋃
n∈NΠ
2(GLn(F )) s’e´crit de fac¸on unique comme
la somme d’un polynoˆme en les variables
⋃
d|nΠ
2(GLn(F )) et un polynoˆme dont chaque
monoˆme contient au moins une variable se trouvant dans l’ensemble
⋃
d6 |nΠ
2(GLn(F )).
On en de´duit l’e´galite´ de Z-modules :
R(F ) = Im(JL)⊕ IF,D.
c) Par le point b) le morphisme injectif d’anneaux JL : R(D) → R(F ) induit un
isomorphisme d’anneaux JLH : R(G′) → R(F )/IF,D. Il suffit de montrer que la co-
multiplication c de R(F ) “passe au quotient” et que JLH commute a` la comultiplica-
tion. Reprenons les notations de la sous-section pre´ce´dente : r ∈ N∗, G′ = GLr(D) et
G = GLrd(F ). On va e´tudier l’effet du foncteur restriction sur les bases BG et BG′ . On
commence par les r.e.c.i..
Dans ce qui suit on suppose que le lecteur est un peu familiarise´ avec les travaux de
Bernstein et Zelevinski pre´sente´s dans [Ze].
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Lemme 3.7. a) Soit σ une r.e.c.i. de G qui correspond a` un segment
[ρ; νk−1ρ] de Zelevinski. Soit L un sous-groupe de Levi standard de G. Alors
rGLσ est la repre´sentation nulle si l’entier n/k ne divise pas la taille de tous
les blocs de L et rGLσ est une r.e.c.i. de L si l’entier n/k divise la taille de
tous les blocs de L.
b) Soient σ′ une r.e.c.i. de G′ et L′ un sous-groupe de Levi standard de
G′. Posons σ = JLr(σ
′). Supposons que la r.e.c.i. σ de G correspond a` un
segment [ρ; νk−1ρ]. Soit L le sous-groupe de Levi standard de G qui corre-
spond a` L. Alors rG
′
L′ σ
′ est la repre´sentation nulle si l’entier n/k ne divise
pas la taille de tous les blocs de L et rG
′
L′σ
′ est une r.e.c.i. de L′ si l’entier
n/k divise la taille de tous les blocs de L. rG
′
L′σ
′ et rGLσ se correspondent par
C.
De´monstration. Le point a) est la proposition 9.5 de [Ze]. Le point b) est alors la
conse´quence directe de [DKV], th. B.2.b. 
Appliquons maintenant le lemme 3.4 a` un e´le´ment π de BG. On a π = i
G
L1
σ ou` σ est
une r.e.c.i. du sous-groupe de Levi standard L1 de G. Soit L2 un autre sous-groupe de
Levi standard de G. On a alors
rGL2π = r
G
L2i
G
L1σ =
∑
w∈W (L1,L2)
iwL1∩L2
(
(rL1∩Lw2 σ)
w
)
.
Le lemme 3.7 implique alors que rGL2π est une somme de repre´sentations de L2 qui sont
des induites de r.e.c.i. de sous-groupes de Levi standard de L2 du type
wL1∩L2. Notons
W (L1;L2)d l’ensemble des e´le´ments w ∈ W (L1;L2) tels que
wL1 ∩ L2 se transfe`re (i.e.
que d divise le cardinal de toutes ses sections). E´crivons
(3.1) rGL2π = r
G
L2i
G
L1σ =∑
w∈W (L1,L2)d
iwL1∩L2
(w
(rL1∩Lw2 σ)
)
+
∑
w∈W (L1,L2)\W (L1,L2)d
iwL1∩L2
(w
(rL1∩Lw2 σ)
)
D’abord, si L1 ou L2 ne se transfe`re pas, alors W (L1;L2)d = Ø parce qu’un sous-groupe
de Levi standard qui ne se transfe`re pas ne peut pas contenir un sous-groupe de Levi
standard qui se transfe`re.
C’est le cas en particulier si L1 ne se transfe`re pas (i.e. π ∈ BG\JLr(BG′)). On trouve
donc dans ce cas que rGL2π est la somme des induites de r.e.c.i. de sous-groupes de Levi
standard de L2 qui ne se transfe`rent pas. Cela veut dire que, si L2 a k-blocs, l’image de
rGL2 : R(F )→ ⊗
kR(F ) est incluse dans le sous-espace
k−1∑
i=0
[⊗iR(F )⊗ IF,D ⊗
k−1−i R(F )
de ⊗kR(F )].
En particulier, en appliquant la de´finition de c on trouve que
c(π) ∈ R(F )⊗ IF,D + IF,D ⊗R(F ).
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Puisque π est un e´le´ment quelconque de BG\JLr(BG′) cela implique que la comultiplica-
tion “passe au quotient” dans R(F )/IF,D. On note c¯ la comultiplication de R(F )/IF,D
induite par c.
E´tudions maintenant le cas ou` L1 se transfe`re, i.e. π ∈ JL(BG′). Par la formule 3.1,
si π est un e´le´ment de JLr(BG′), si L2 a k sections, dans ⊗
k[R(F )/IF,D] on a :
(∗) rGL2π =
∑
w∈W (L1,L2)d
iwL1∩L2
(w
(rL1∩Lw2 σ)
)
.
Si L2 ne se transfe`re pas, on a vu que W (L1, L2)d e´tait vide et donc
(∗ ∗ ∗) rGL2π = 0 dans ⊗
k [R(F )/IF,D].
Si L2 se transfe`re, adoptons les notations suivantes :
- soit L′1 le sous-groupe de Levi standard de G
′ correspondant a` L1,
- soit L′2 le sous-groupe de Levi standard de G
′ correspondant a` L2,
- soit π′ l’e´le´ment de Grot(G′) correpondant a` π ; autrement dit, π′ est l’induite de
L′1 a` G
′ de σ′ ou` σ′ est la r.e.c.i. de L′1 qui correspond a` σ par la correspondance entre
L1 et L
′
1.
On a par le lemme 3.4 :
(∗∗) rG
′
L′2
π′ =
∑
w∈W (L′1,L
′
2)
iwL′1∩L′2
(w
(rL′1∩L
′w
2
σ′)
)
.
Maintenant, il existe une inclusion standard t de W (L′1;L
′
2) dans W (L1;L2). Elle est
de´finie de la fac¸on suivante. On regarde les e´le´ments de W (L′1;L
′
2) comme des permu-
tations de l’ensemble {1, 2 ...r} et les e´le´ments de W (L1;L2) comme des permutations
de l’ensemble {1, 2 ...n} comme on l’a explique´ au debut de cette sous-section. Soit τ ′
une permutation dans W (L′1;L
′
2). Pour tout e´le´ment x de l’ensemble {1, 2..n} il existe
un unique couple (a; b) ∈ {1, 2 ...r} × {0, 1 ...d − 1} tel qu’on ait
x = ad− b.
On pose alors
τ(x) = τ ′(a)d− b.
On obtient ainsi une permutation τ de l’ensemble {1, 2 ...n} et on pose
t(τ ′) = τ.
En fait, t(τ) est la permutation de l’ensemble {1, 2 ...n} qui permute les r sous-ensembles
{1, 2 ...d}, {d+1, d+2 ...2d}, ...{(r−1)d+1, (r−1)d+2 ...n} selon la permutation τ ′ tout
en laissant l’ordre inchange´ a` l’inte´rieur de chacun de ces sous-ensembles. L’application
clairement injective
t :W (L′1;L
′
2)→W (L1;L2)
ainsi de´finie a la proprie´te´ que pour tout w ∈ W (L′1;L
′
2), les sous-groupes de Levi
standard wL′1∩L
′
2 et
t(w)L1∩L2 se correspondent (et pareil pour L
′
1∩L
′w
2 et L1∩L
t(w)
2 ).
Ainsi, l’image par t de W (L′1;L
′
2) est incluse dans W (L1;L2)d. Le but du jeu est
maintenant de montrer que l’image par t de W (L′1;L
′
2) est en fait W (L1;L2)d. Cela
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donnera l’egalite´ entre les membres droits des formules 3.1 et (**), graˆce au lemme 3.7
b).
On doit montrer que, si w ∈ W (L1;L2)d alors la permutation w de l’ensemble
{1, 2 ...n} permute les sous-ensembles {1, 2 ...d}, {d+1, d+2 ...2d}, ...{(r−1)d+1, (r−
1)d + 2 ...n} en laissant l’ordre inchange´ a` l’inte´rieur de chacun de ces sous-ensembles.
Posons w(1) = l. Supposons que l se trouve dans la s-ie`me section de L2. Alors l est
le premier e´le´ment de cette section parce que, si l′ est un e´le´ment de cette meˆme section
de L2 qui pre´ce`de l, on doit avoir w
−1(l′) < w−1(l) (voir de´finition deW (L1;L2)) ce qui
est impossible car w−1(l) = 1. Donc, w(1) est un entier du type αd + 1, α ∈ {0, 1 ...r}
car il est le premier d’une section de L2 et les cardinaux des sections de L2 sont tous
divisibles par d puisque L2 se transfe`re.
Montrons qu’on a w(2) = αd + 2, w(3) = αd + 3 ...w(d) = (α + 1)d. Montrons
d’abord que les entiers w(1), w(2) ...w(d) se trouvent tous dans la meˆme section de L2.
Soit σ la transposition (1; i) pour un i ∈ {2, 3 ...d}. On note toujours σ la matrice de
permutation qui lui correspond. La matrice σ se trouve dans le plus petit sous-groupe
de Levi standard de G qui se transfe`re (celui forme´ de matrices diagonales par blocs de
taille d et qui est contenu par conse´quence dans tout sous-groupe de Levi standard de
G qui se transfe`re). Donc σ ∈ L1 ∩ L
w
2 puisque ce dernier est un sous-groupe de Levi
standard qui se transfe`re. C’est a` dire que σ ∈ Lw2 soit wσw
−1 ∈ L2. Cela implique que
la permutation wσw−1 ve´rifie : pour tout x ∈ {1, 2 ...n}, wσw−1(x) et x se trouvent
dans la meˆme section de L2. En appliquant cela a` x = w(1) on trouve que w(i) et w(1)
se trouvent dans la meˆme section de L2. C’est ce qu’on voulait de´montrer.
Maintenant prouvons que w(2) = αd + 2, w(3) = αd + 3 ... et w(d) = (α + 1)d.
Si, par exemple, w(2) 6= αd + 2, alors on a w(1) = αd + 1 < αd + 2 < w(2). Ces
trois entiers e´tant dans la meˆme section de L2 (puisque w(1) et w(2) le sont), on a
w−1(w(1)) < w−1(αd+2) < w−1(w(2)) (voir encore une fois la de´finition deW (L1;L2))
ce qui est impossible car il n’y a aucun entier entre 1 et 2. Ainsi de suite pour w(3) et
les autres. On prouve ainsi que w envoie {1, 2 ...d} sur {αd+1, αd+2 ...(α+1)d} sans
changer l’ordre.
On continue de la fac¸on suivante : on prouve que w(d + 1) est un entier du type
βd + 1. En effet, s’il n’est pas le premier dans la section de L2 qui le contient, les
seuls entiers qui puissent le pre´ce´der dans cette section sont w(1), w(2) ... et w(d).
Mais ces entiers sont conse´cutifs donc si un le pre´ce`de, tous le pre´ce`dent et on a alors
w(d+ 1) = w(d) + 1 = (α+ 1)d+ 1. Apre`s cette remarque la de´monstration se de´roule
comme pour {1, 2 ...d}, jusqu’au re´sultat final.
On a trouve´ donc que t re´alise une bijection :
t : W (L′1;L
′
2) ≃W (L1;L2)d.
Si L2 a k sections, notons JLH
⊗k l’isomorphisme d’anneaux
⊗kR(D) ≃ ⊗k[R(F )/IF,D]
induit par l’isomorphisme d’anneaux
JLH : R(D) ≃ R(F )/IF,D.
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Alors l’image de rGL2(π) dans ⊗
k[R(F )/IF,D] est e´gale a` JLH
⊗k(rG
′
L′2
(π′)). Cela se voit
en comparant les formules (*) et (**) : pour tout w ∈W (L′1;L
′
2),
iwL′1∩L′2
(w
(r
L′1∩L
′w
2
σ)
)
et it(w)L1∩L2
(t(w)
(r
L1∩L
t(w)
2
σ′)
)
se correspondent par JLH⊗
k
et t est une bijection de W (L′1;L
′
2) sur W (L1;L2)d. Main-
tenant revenons aux de´finitions de la comultiplication et de l’involution. Notons L
l’ensemble de sous-groupes de Levi standard de G et Lmax son sous-ensemble forme´
de sous-groupes de Levi standard maximaux. De meˆme, notons L′ l’ensemble de sous-
groupes de Levi standard de G′ et L′max son sous-ensemble forme´ de sous-groupes de
Levi standard maximaux. Supposons qu’on est dans la situation L1 se transfe`re en
L′1, π = i
G
L1
σ ou` σ est une r.e.c.i. de L1, σ
′ est la r.e.c.i. de L′1 qui lui correspond et
π′ = iG
′
L′1
σ′.
On a
c(π) =
∑
L∈Lmax
rGL (π) ∈ R(F )⊗R(F ).
Cette somme se de´compose en deux sommes : une sur les sous-groupes de Levi standard
maximaux de G qui se transfe`rent et l’autre sur les sous-groupes de Levi standard
maximaux de G qui ne se transfe`rent pas. L’image (bien de´finie, on l’a vu) de c(π)
dans R(F )/IF,D⊗R(F )/IF,D est la meˆme que l’image de la somme sur les sous-groupes
de Levi standard maximaux de G qui se transfe`rent par la remarque (***) plus haut.
D’autre part on a
c′(π′) =
∑
L′∈L′max
rG
′
L′ (π
′) ∈ R(D)⊗R(D).
Les sous-groupes de Levi standard maximaux de G qui se transfe`rent se correspondent
biunivoquement avec les sous-groupes de Levi standard maximaux de G′. Si L est
un tel sous-groupe de G et L′ est le sous-groupe de G′ qui lui correspond, alors on a
vu que l’image de rGLπ dans R(F )/IF,D ⊗R(F )/IF,D est e´gale a` JLH
⊗2(rG
′
L′ π
′). Donc,
finalement, l’image c¯(π) de c(π) dans R(F )/IF,D⊗R(F )/IF,D est e´gale a` JLH
⊗2(c(π′)).

3.3. Une pre´cision. Pour un re´sultat plus pre´cis (prop. 3.11), il nous faut rappeler
les travaux de [Ta]. Soit G′ = GLr(D) une forme inte´rieure de G. Si ρ
′ est une
repre´sentation cuspidale de G′, alors il existe une repre´sentation ρ essentiellement de
carre´ inte´grable de G qui correspond a` ρ′ par Jacquet-Langlands. Cette repre´sentation
ρ se trouve au-dessus d’un segment de Zelevinski de longueur k. On pose alors s(ρ′) = k.
Notons ν la norme re´duite sur G′. Si ρ′ est une repre´sentation cuspidale de G′ on pose
νρ′ = ν
s(ρ′). Si σ′ est une repre´sentation essentiellement de carre´ inte´grable de G′,
alors il existe une repre´sentation cuspidale ρ′ de GLt(D), ou` t divise r, telle que σ
′ soit
l’unique quotient de l’induite a` G′ de la repre´sentation ρ′ ⊗ νρ′ρ
′ ⊗ ν2ρ′ρ
′... ⊗ ν
( r
t
−1)
ρ′ ρ
′
vue comme repre´sentation du groupe forme´ des matrices par blocs diagonaux de taille
t. On note alors σ′ a` la Zelevinski, < [ρ′, ν
( r
t
−1)
ρ′ ρ
′] >t. On appelle la repre´sentation
ρ′⊗νρ′ρ
′⊗ν2ρ′ρ
′...⊗ν
( r
t
−1)
ρ′ ρ
′ segment de Tadicˇ (de Zelevinski quand c’est GLn lui-meˆme)
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et nous l’assimilons a` l’ensemble {ρ′, νρ′ρ
′, ν2ρ′ρ
′...ν
( r
t
−1)
ρ′ ρ
′} quand il s’agit de faire des
re´unions et intersections de segments. Posons par convention que l’ensemble vide est
aussi un segment. On dit que deux segments ∆1 et ∆2 de Tadicˇ sont lie´s si leur re´union
en tant qu’ensembles est un segment diffe´rent a` la fois de ∆1 et ∆2. On note ce segment
∆1 ∪∆2. L’intersection est toujours un segment qu’on note ∆1 ∩∆2.
Soient L′ un sous-groupe de Levi standard deG′ qu’on identifie a` un produitGLn1(D)×
GLn2(D)× ...×GLnk(D), et σ
′ = σ′1 ⊗ σ
′
2 ⊗ ...⊗ σ
′
k une r.e.c.i. de L
′.
Pour chaque i, soit ∆i le segment correspondant a` σ
′
i. Si parmi les ∆i il y en a deux
qui sont lie´s, ∆i1 et ∆i2 , disons que nous faisons une ope´ration e´le´mentaire sur l’ensemble
des ∆i si on remplace les deux segments ∆i1 et ∆i2 par les deux autres segments ∆i1∩∆i2
∆i1 ∪∆i2 . Au nouvel ensemble de segments ainsi obtenu correspond une r.e.c.i. τ
′ d’un
sous-groupe de Levi standard de G′ (modulo permutation des blocs plus pre´cise´ment).
Nous disons alors que τ ′ a e´te´ obtenue de σ′ par une ope´ration e´le´mentaire. Si τ ′ et σ′
sont des r.e.c.i. de sous-groupes de Levi standard de G′, on dit que τ ′ est infe´rieure a`
σ′ si elle peut s’obtenir de σ′ par un nombre fini d’ope´rations e´le´mentaires. Ceci induit
un ordre partiel sur l’ensemble des r.e.c.i. des sous-groupes de Levi standard modulo
conjugaison. Du coup, nous avons une relation d’ordre e´vidente associe´e sur BG′ .
Aussi, pour toute r.e.c.i. σ′ de G′ il existe un unique nombre re´el e(σ′) tel que la
repre´sentation νe(σ
′)σ′ soit unitaire. Soit σ′ = σ′1 ⊗ σ
′
2 ⊗ ...⊗ σ
′
k tel que e(σ
′
i) ≥ e(σ
′
i+1)
pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1. Alors l’induite de σ′ a` G′ a un unique quotient irre´ductible.
On le note Lg(σ′). La notation se justifie par le fait que, regroupant les σ′i par des
paquets maximaux qui ont le meˆme coefficient e( ), on peut induire σ′ a` un sous-
groupe parabolique tel que l’induite soit irre´ductible et essentiellement tempe´re´e, et
Lg(σ′) soit le quotient de Langlands de cette repre´sentation. Pour toute repre´sentation
lisse irre´ductible π′ de G′ il existe un σ′ comme plus haut tel que π′ soit Lg(σ′). La
repre´sentation σ′ est unique modulo l’ope´ration qui consiste a` permuter entre eux des
σ′i qui ont le meˆme coefficient e. On voit que l’application
Q : BG′ → Irr(G
′)
donne´e par iG
′
L′ (σ
′) 7→ Lg(σ′) est bien de´finie et bijective. La relation d’ordre sur BG′
induit ainsi une relation d’ordre sur Irr(G′). On e´tudie plus en de´tail la relation entre
ces deux bases remarquables de Grot(G′) que sont BG′ et Irr(G
′).
On utilise le re´sultat fondamental suivant ([Ta], ge´ne´ralisant [Ze]) :
Proposition 3.8. Soit σ′ une r.e.c.i. d’un sous-groupe de Levi standard de
G′. Dans l’e´criture de l’image dans Grot(G′) de l’induite de σ′ a` G′ comme
somme de classes de repre´sentations irre´ductibles,
- Lg(σ′) apparait avec multiplicite´ exactement 1
- une repre´sentation irre´ductible π′ apparaˆıt avec une multiplicite´ non
nulle si et seulement si π′ ≤ σ′.
Si L′ est un sous-groupe de Levi standard de G′ et ρ′ est une repre´sentation cuspidale
de L′, notons Grot(G′)(L′,ρ′) le sous-groupe de Grot(G
′) engendre´ par les images des
repre´sentations irre´ductibles qui sont des sous-quotients de iG
′
L′ (ρ
′). Soit X l’ensemble
de classes modulo permutation par blocs de couples (L′, ρ′). Il est clair que, si x, y ∈ X
et x 6= y alors Grot(G′)x et Grot(G
′)y sont disjoints et que Grot(G
′) est la somme directe
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des Grot(G′)x sur tous les x ∈ X. Pour tout x ∈ X, Grot(G
′)x est un Z-module de
dimension finie. Il admet deux bases naturelles : BG′∩Grot(G
′)x et Irr(G
′)∩Grot(G′)x.
Ordonnons la base BG′ ∩Grot(G
′)x dans un ordre croissant pour la relation de´finie plus
haut (i.e. chaque fois qu’un e´le´ment est infe´rieur a` un autre, il le pre´ce`de). Ordonnons
la base Irr(G′)∩Grot(G′)x dans l’ordre (croissant) correspondant via l’aplication Q. La
matrice de passage entre les deux bases est de taille finie, et la proposition 3.8 implique
qu’elle est triangulaire supe´rieure unipotente. C’est donc pareil pour la matrice de
passage dans l’autre sens, ce qui prouve le re´sultat suivant, dual en quelque sorte du
pre´ce´dent :
Proposition 3.9. Soit π′ = Lg(σ′) (σ′ r.e.c.i. d’un sous-groupe de Levi
standard L′) une repre´sentation lisse irre´ductible de G′. Dans Grot(G′) on
a
π′ = iG
′
L′ (σ
′) +
∑
σ′i<σ
′
aii
G′
L′i
(σ′i)
ou` les ai sont des entiers et, pour tout i, L
′
i est un sous-groupe de Levi
standard et σ′i est une r.e.c.i. de L
′
i.
Remarquons au passage que, si x et y appartenant a` X sont distincts, alors aucun
e´le´ment de la base BG′ ∩Grot(G
′)x n’est en relation d’ordre avec un e´le´ment de la base
BG′ ∩Grot(G
′)y. C’est une conse´quence du fait qu’en faisant une ope´ration e´le´mentaire
on reste “au-dessus” d’une meˆme classe cuspidale (L′, ρ′).
Lemme 3.10. L’application JLr de BG′ dans BG est croissante.
De´monstration. L’ensemble des segments de Tadicˇ de G′ est en bijection avec
l’ensemble des r.e.c.i. de G′, et l’ensemble des segments de Zelevinski de G est en bijec-
tion avec l’ensemble des r.e.c.i. de G. A` travers la correspondance de Jacquet-Langlands
il existe donc une bijection naturelle de l’ensemble des segments de Tadicˇ de G′ dans
l’ensemble de segments de Zelevinski de G (attention, elle ne co¨ıncide pas avec la re-
striction de l’application JLH : R(D)→ R(F )).
Il est facile a` voir qu’a` des segments de Tadicˇ ∆1 et ∆2 lie´s sur G
′ correspondent
par cette bijection des segments de Zelevinski Γ1 et Γ2 lie´s sur G (la re´ciproque e´tant
fausse). Aussi, a` ∆1 ∩ ∆2 correspond Γ1 ∩ Γ2 et a` ∆1 ∪ ∆2 correspond Γ1 ∪ Γ2. Ceci
montre que notre injection de BG′ dans BG pre´serve l’ordre de´fini plus haut. 
On pourrait penser que, si a, b ∈ BG′ , si JLr(b) < JLr(a), alors b < a. Ceci n’est pas
vrai, comme le montre le contre-exemple suivant qui m’a e´te´ fourni par Andrei Moroianu:
Fait (troublant). Conside´rons les repre´sentations
σ1 = ind(< [ρ; ν
5ρ] >t ⊗ < [νρ; ν8ρ] >t ⊗ < [ν3ρ; ν6ρ] >t ⊗ < [ν4ρ; ν9ρ] >t)
et
σ2 = ind(< [ρ; ν
9ρ] >t ⊗ < [νρ; ν6ρ] >t ⊗ < [ν3ρ; ν8ρ] >t ⊗ < [ν4ρ; ν5ρ] >t)
de G = GL24(F ), ou` ρ est un caracte`re de F
∗. σ1 et σ2 sont des e´le´ments de BG et
on a σ2 < σ1. Soit D une alge`bre de quaternions sur F . Soit ρ
′ la repre´sentation de
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D∗ qui correspond a` < [ρ; νρ] >t par Jacquet-Langlands. On a νρ′ = ν
2. On conside`re
maintenant les repre´sentations
a = ind(< [ρ′; ν2ρ′ρ
′] >t ⊗ < [νρ′; ν3ρ′νρ
′] >t ⊗ < [ν3ρ′; νρ′ν
3ρ′] >t ⊗ < [ν4ρ′; ν2ρ′ν
4ρ′] >t)
et
b = ind(< [ρ′; ν4ρ′ρ
′] >t ⊗ < [νρ′; ν2ρ′νρ
′] >t ⊗ < [ν3ρ′; ν2ρ′ν
3ρ′] >t ⊗ < [ν4ρ′; ν4ρ′] >t)
de G′ = GL12(D). Alors a, b ∈ BG′ , JLr(a) = σ1, JLr(b) = σ2, mais il est clair qu’on
n’a pas b < a, (seuls les segments [ρ′; ν2ρ′ρ
′] et [ν4ρ′; ν2ρ′ν
4ρ′] dans la formule de a sont lie´s).
Donnons maintenant le re´sultat qui pre´cise un peu plus la correspondance JLr :
Proposition 3.11. Soit π′ une repre´sentation lisse irre´ductible de G′. Posons
π′ = Lg(σ′), ou` σ′ est une r.e.c.i. d’un sous-groupe de Levi standard L′ de
G′. Soient L le sous-groupe de Levi standard de G qui correspond a` L′, et
σ = C−1(σ′) la r.e.c.i. de L qui correspond a` σ′. Posons π = Lg(σ). Alors
on a
JLr(π
′) = π +
∑
σi<σ
aii
G
Li(σi) = π +
∑
pij<pi
bjπj
ou` les ai et les bj sont des entiers et, pour tout i, Li est un sous-groupe de
Levi standard de G, σi sont des r.e.c.i. de Li. et πj sont des repre´sentations
lisses irre´ductibles de G.
De´monstration. E´crivons
π′ = iG
′
L′ (σ
′) +
∑
σ′i<σ
′
aii
G′
L′i
(σ′i)
comme dans la prop. 3.9. La de´finition de JLr donne :
(3.2) JLr(π
′) = iGL (σ) +
∑
σi
aii
G
Li(σi)
ou` Li correspond a` L
′
i et σi correspond a` σ
′
i. On a σi < σ par le lemme 3.10.
Appliquons la prop. 3.9 a` π :
π = iGL (σ) +
∑
σj<σ
a′ji
G
Mj(σj)
et substituons iGL (σ) dans l’e´quation 3.2. On obtient
JLr(π
′) = π − [
∑
σj<σ
a′ji
G
Mj (σj)] +
∑
σi<σ
aii
G
Li(σi).
Cela prouve la premie`re e´galite´. La deuxie`me est e´vidente. 
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3.4. Une conjecture. A` ce stade, on peut se poser la question, si π′ et π sont comme
plus haut, si on a la relation entre caracte`res
χpi(g) = (−1)
n−rχpi′(g
′)
pour tout g et g′ qui se correspondent. Nous ne pourrons pas de´montrer que JLr(π
′) = π,
puisqu’on sait que JLr n’envoie pas toute repre´sentation irre´ductible sur une repre´sentation
irre´ductible, mais il se peut que π′ et π se correspondent toutefois. Dans le contre-
exemple du deuxie`me commentaire a` la section 3.1 nous de´finissons π′ irre´ductible telle
que JLr(π
′) ne soit pas une repre´sentaion irre´ductible, mais, dans ce cas par exemple,
π′ correspond a` π quand-meˆme ! (voir prop. 3.13 plus bas).
3.4.1. La conjecture. Ceci nous motive a` poser une conjecture. On va dire que π ∈
Grot(G) et π′ ∈ Grot(G′) se correspondent si on a la relation entre les caracte`res
(3.3) χpi(g) = (−1)
n−rχpi′(g
′)
pour tous g ∈ G et g′ ∈ G′ qui se correspondent.
Conjecture. Soit π′ = Lg(σ′) une repre´sentation lisse irre´ductible de G′. Alors π′
correspond a` π = Lg(σ), ou` σ = C−1(σ′).
Nous ne savons pas prouver cette conjecture en ge´ne´ral.
3.4.2. Possible application. Tout d’abord, que la conjecture soit vraie ou pas, on pose
M(π′) = π. Il est e´vident que π′ 7→ M(π′) induit par line´arite´ un morphisme injectif
de groupes M : Grot(G′) → Grot(G), qui respecte l’irre´ductibilite´ (M n’est autre que
Q−1JLrQ). Nous noterons abusivement par la suite avec la meˆme lettreM ce morphisme
pour tous les entiers r confondus.
Proposition 3.12. Supposons que la conjecture soit vraie. Soient π′1 ∈
Irr(GLr1(D)) et π
′
2 ∈ Irr(GLr2(D)). Si l’induite a` GLd(r1+r2)(F ) deM(π
′
1)⊗
M(π′2) est irre´ductible, alors l’induite a` GL(r1+r2)(D) de π
′
1⊗π
′
2 est irre´ductible
(se ge´ne´ralise imme´diatement a` plusieurs repre´sentations).
De´monstration. Posons π′1 = Lg(σ
′
1), π
′
2 = Lg(σ
′
2), π1 = Lg(σ1) et π2 = Lg(σ2) (σi
et σ′i se correspondent). Si l’induite a` GLd(r1+r2)(F ) deM(π
′
1)⊗M(π
′
2) est irre´ductible,
elle est e´gale a` Lg(σ1 ⊗ σ2) ([Ta]). Donc Lg(σ1 ⊗ σ2) correspond a` la fois a` l’induite de
π′1⊗π
′
2 et et a` Lg(σ
′
1⊗σ
′
2) (par la conjecture suppose´e vraie). Ces deux repre´sentations
de GL(r1+r2)(D) ont donc des caracte`res e´gaux, elles sont donc dans la meˆme classe. 
3.4.3. Cas (tre`s) particuliers.
Proposition 3.13. Soient σ′1 et σ
′
2 deux repre´sentations r.e.c.i. de GLr1(D)
et GLr2(D) respectivement, r1+r2 = r. Alors tout sous-quotient irre´ductible
de l’induite a` G′ de σ′1 ⊗ σ
′
2 ve´rifie la conjecture.
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De´monstration. Soient σ1 = JLr(σ
′
1) et σ2 = JLr(σ
′
2). On a
JLr(ind σ
′
1 ⊗ σ
′
2) = ind σ1 ⊗ σ2
donc ces deux repre´sentations se correspondent.
Si les segments associe´s a` σ1 et σ2 ne sont pas lie´s alors les segments associe´s a` σ
′
1
et σ′2 ne sont pas lie´s non plus, les deux induites sont irre´ductibles et la proposition est
de´montre´e.
Si les segments associe´s a` σ1 et σ2 sont lie´s, alors
ind σ1 ⊗ σ2 = Lg(σ1 ⊗ σ2) + ind τ
ou` τ est la seule r.e.c.i. infe´rieure a` σ1 ⊗ σ2. Par ailleurs τ est minimale et donc son
induite est irre´ductible. On a donc
ind σ1 ⊗ σ2 = Lg(σ1 ⊗ σ2) + Lg(τ)
Maintenant on a deux possibilite´s :
- ou bien les segments associe´s a` σ′1 et σ
′
2 sont lie´s, ce qui arrive si et seulement si le
sous-groupe de de´finition de τ se transfe`re, et alors
ind σ′1 ⊗ σ
′
2 = Lg(σ
′
1 ⊗ σ
′
2) + ind τ
′.
La r.e.c.i. τ ′ est minimale et on e´crit
ind σ′1 ⊗ σ
′
2 = Lg(σ
′
1 ⊗ σ
′
2) + Lg(τ
′).
On a τ = JLr(τ
′) donc leurs induites se correspondent, ce qui montre que Lg(τ ′)
correspond a` Lg(τ). Donc aussi, ne´cessairement, Lg(σ′1 ⊗ σ
′
2) et Lg(σ
′
1 ⊗ σ
′
2) se corre-
spondent.
- ou bien les segments asocie´s a` σ′1 et σ
′
2 ne sont pas lie´s, i.e.
ind σ′1 ⊗ σ
′
2 = Lg(σ
′
1 ⊗ σ
′
2)
est irre´ductible. Mais, si les segments asocie´s a` σ′1 et σ
′
2 ne sont pas lie´s cela veut dire
que le groupe de de´finition de τ ne se transfe`re pas, donc l’induite a` G de τ est G′-nulle.
Donc Lg(σ′1 ⊗ σ
′
2) correspond a` Lg(σ1 ⊗ σ2). 
Corollaire 3.14. Si r = 2 la conjecture est ve´rifie´e.
De´monstration. Une repre´sentation de GL2(D) est ou bien cuspidale, ou bien un
sous-quotient comme dans la proposition. 
Proposition 3.15. Soit S′ = {ρ′, νρ′ρ
′...νkρ′ρ
′} un segment de G′. Alors tout
sous-quotient irre´ductible de l’induite de S a` G′ ve´rifie la conjecture.
De´monstration. Soit π′ un tel sous-quotient. Notons L′ le sous-groupe de Levi du
segment S′, L le sous-groupe de Levi de de G′ qui lui correspond, et S la r.e.c.i. de L qui
correspond a` ρ′. Il arrive que, dans ce cas particulier, toutes les r.e.c.i. infe´rieures a` S (du
coˆte´ G) sont de´finies sur des sous-groupes de Levi qui se transfe`rent, et correspondent
donc biunivoquement aux r.e.c.i. infe´rieures a` S′. De plus, on sait que, dans l’induite
d’une telle r.e.c.i. tous les sous-quotients apparaissent avec multiplicite´ exactement 1.
On peut donc faire une de´monstration par re´currence sur le nombre de repre´sentations
de G′ infe´rieures a` π′.
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Si π′ est minimale, elle est une r.e.c.i. et le re´sultat de´coule de la prop. 3.13.
Supposons que, pour tout τ ′ < π′, τ ′ correspond a` M(τ ′). Si π′ = Lg(σ′) et σ′
correspond a` σ, alors les induites de σ et σ′ se correspondent. On en de´duit que π′ +∑
τ ′<pi′ τ
′ correspond a`M(π′)+
∑
τ ′<pi′ M(τ
′). D’ou` le re´sultat en appliquant l’hypothe`se
de re´currence. 
Un cas inte´ressant sont les repre´sentations ge´ne´riques deG. On attend d’une repre´sentation
automorphe cuspidale de GLn que toutes ses composantes locales soient tempe´re´es aux
places non archime´diennes, mais pour l’instant nous savons du moins qu’elles sont tou-
jours ge´ne´riques ([Sh], pp. 190). Par [Ze], nous savons aussi qu’une repre´sentation
ge´ne´rique π de G est toujours de la forme indGP (σ), ou` P est un sous-groupe parabolique
standard de G et σ est une r.e.c.i. du sous-groupe de Levi standard de P telle que
l’induite soit irre´ductible. Nous avons la
Proposition 3.16. Si P ne se transfe`re pas, alors le caracte`re de π est
G′-nul. Si P se transfe`re, alors π ve´rifie la conjecture.
De´monstration. La premie`re assertion est e´vidente, car π se trouve dans SG,G′ par
de´finition meˆme. La deuxie`me affirmation n’est pas difficile : si P ′ est le sous-groupe
parabolique standard de G′ qui correspond a` P , et σ′ est la r.e.c.i. du sous-groupe de
Levi standard de P ′ qui correspond a` σ par Jacquet-Langlands, alors les crite`res des
re´ductibilite´ de [Ze] et [Ta] pour les induites des r.e.c.i. impliquent que, indGP (σ) e´tant
irre´ductible, indG
′
P ′(σ
′) l’est aussi. D’ou` le re´sultat. 
Le transfert des composantes locales des repre´sentations automorphes cuspidales de
GLn est donc simple. Le proble`me des certaines composantes locales des repre´sentations
du spectre re´siduel est e´tudie´ dans la sous-section suivante.
3.5. L’involution. A. Zelevinski a de´fini une involution de l’alge`bre de Hopf R(F )
(prop. 9.12, [Ze]). Dans [Au], A.-M. Aubert de´finit une involution du groupe de
Grothendieck d’un groupe re´ductif quelconque. Elle montre e´galement que cette in-
volution envoie une repre´sentation irre´ductible sur une repre´sentation irre´ductible au
signe pre`s et que cette involution co¨ıncide au signe pre`s avec celle de Zelevinski dans
le cas du groupe line´aire. Posons G = GLn(F ). Sur Grot(G), l’involution de [Au] est
de´finie de la fac¸on suivante : si L est l’ensemble de sous-groupes de Levi standard de G,
si π est un e´le´ment de Grot(G), alors
i(π) =
∑
L∈L
(−1)|L|iGLr
G
L (π).
Cette involution ne s’e´tend pas bien a` R(F ) comme celle de Zelevinski, a` cause d’un
signe qui entrave la line´arite´ ([Au], th. 2.3). Nous alons e´tudier le comportement de i
par rapport au morphisme JLr de´fini au th. 3.2, c).
Notons i′ involution de A.-M. Aubert pour G′ = GLr(D) (formule analogue a` celle
pour G).
The´ore`me 3.17. L’involution i de Grot(G) induit une involution bien
de´finie i¯ de Grot(G)/SG,G′ . L’isomorphisme JLr transforme l’involution
i′ en l’involution (−1)n−r i¯.
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De´monstration. Soit π ∈ SG,G′ . On veut montrer que i(π) ∈ SG,G′ . Or, on a vu
que IF,D est stable par induction et par restriction. Il suffit donc d’utiliser la formule
i(π) =
∑
L∈L
(−1)|L|iGLr
G
L (π),
car SG,G′ = Grot(G) ∩ IF,D.
Ainsi, l’involution i “passe au quotient”, et i¯ est bien de´finie (involution, e´videmment).
On montre que JLr(i
′) = (−1)n−r i¯. Si π ∈ Grot(G′), on veut prouver que
(−1)n−ri(JLr(π)) = JLr(i
′(π)).
On utilise encore JLH. En effet, il suffit de montrer que
(−1)n−ri(JLH(π)) = JLH(i′(π)).
On a
i′(π′) =
∑
L′∈L′
(−1)|L
′|iG
′
L′ r
G′
L′ (π
′).
Aussi,
i(JL(π′)) =
∑
L∈L
(−1)|L|iGLr
G
L (JL(π
′)) = S1 + S2
ou` S1 est la somme sur les sous-groupes de Levi standard de G qui se transfe`rent et S2
sur les sous-groupes de Levi standard de G qui ne se transfe`rent pas. La deuxie`me de
ces sommes est nulle modulo SG,G′ .
Les sous-groupes de Levi standard de G qui se transfe`rent correspondent biunivoque-
ment aux sous-groupes de Levi standard de G′. Par ailleurs, si L et L′ se correspondent
on a (−1)|L| = (−1)n−r(−1)|L
′|. On a aussi, si L et L′ se correspondent,
JLH(iG
′
L′ r
G′
L′ (π
′)) = iGLr
G
L (JL(π
′))
car JLH est un isomorphisme d’alge`bres de Hopf (th. 3.6.c)). Le re´sultat s’ensuit. 
Nous en de´duisons alors la
Proposition 3.18. Si deux r.e.c.i. se correspondent par la correspondance
de Jacquet-Langlands, leurs duales se correspondent au signe pre`s.
Ce n’est pas, en ge´ne´ral, un cas particulier de la conjecture. C’est ne´anmoins ce qui
importe pour les correspondances globales e´tablies a` la section suivante.
4. Quelques re´sultats globaux et leur conse´quences locales
4.1. Un lemme. Soit F un corps local non-archime´dien. Soit G′ une forme inte´rieure
de GLn sur F . On dit qu’une repre´sentation lisse irre´ductible de G
′ est elliptique si son
caracte`re n’est pas identiquement nul sur l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers.
Le lemme suivant affirme que G′ ve´rifie l’hypothe`se locale du cor. 7.3 de [Ar].
Lemme 4.1. Soient P un sous-groupe parabolique propre de G′, L un sous-
groupe de Levi de P et π une repre´sentation unitaire de L. Alors l’induite
parabolique indG
′
P π n’a aucun sous-quotient elliptique.
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De´monstration. Soit σ une repre´sentation lisse irre´ductible elliptique de G′. σ peut
s’e´crire dans le groupe de Grothendieck de G′ comme une somme de repre´sentations
obtenues par induction parabolique a` partir de repre´sentations r.e.c.i. ([Ta], prop. 2.1).
Ces repre´sentations ont le meˆme support cuspidal que σ. Comme σ est elliptique, ces
repre´sentations ne peuvent pas eˆtre toutes induites a` partir de sous-groupes paraboliques
propres. Il y a donc parmi elles au moins une (en fait exactement une, mais peu importe)
r.e.c.i. de G′. Donc, le support cuspidal de σ est force´ment un segment de Tadicˇ.
Maintenant, si l’induite de π est irre´ductible, elle ne peut pas eˆtre elliptique (tout en
e´tant son seul sous-quotient) et le lemme est clairement vrai.
Si l’induite de π est re´ductible, alors tout sous-quotient de indG
′
P π en est une sous-
repre´sentation parce que π est unitaire. En appliquant la re´ciprocite´ de Frobenius a`
chaque sous-repre´sentation πi, on trouve que π est un sous-quotient de res
G′
P πi. Ainsi,
si indG
′
P π est re´ductible, parmi les sous-quotients de res
G′
P ind
G′
P πi, π apparaˆıt avec une
multiplicite´ strictement supe´rieure a` 1 (*). Si on suppose par l’absurde que l’induite de
π contient une repre´sentation elliptique σ, alors le support cuspidal de π, e´tant le meˆme
que celui de σ, doit eˆtre un segment de Tadicˇ d’un sous-groupe de Levi L, d’apre`s ce qui
pre´ce`de. Dans la restriction a` L de l’induite de π tous les sous-quotients apparaissent
donc avec multiplicite´ 1 (**). Il y a une contradiction entre (*) et (**) qui prouve le
lemme. 
4.2. Sur la correspondance de Jacquet-Langlands globale. Soient F un corps
global et G′ une forme inte´rieure de GLn(F ). Pour toute place v de F on note Fv le
comple´te´ de F en v et on pose Gv = GLn(Fv) et G
′
v = G
′(Fv). Soient Z le centre de
G′ et ω un caracte`re unitaire de Z(F )\Z(A). On note R la repre´sentation re´gulie`re
(translation a` droite) de G′(A) dans L2(ω,G′(F )\G′(A)), ou` A de´signe l’anneau des
ade`les de F . On appelle se´rie discre`te toute sous-repre´sentation irre´ductible de R. On
note Rdisc la sous-repre´sentation de R engendre´e par la partie discre`te. Si π est une
se´rie discre`te de G′ et v est une place de F , on note πv la composante locale de π a` la
place v.
Fixons une place finie v de F . Rappels : soient g ∈ Gv et g
′ ∈ G′v ; on dit que
g et g′ se correspondent si leurs polynoˆmes caracte´ristiques sont e´gaux, et sans racine
multiple sur une cloˆture alge´brique de Fv. Soit Grot(Gv) (resp.Grot(G
′
v)) le groupe
de Grothendieck des repre´sentations lisses de longueur finie de Gv (resp.G
′
v). Soient
π ∈ Grot(Gv) et π
′ ∈ Grot(G′v). On dit que π et π
′ se correspondent si l’on a la relation
entre les caracte`res :
(4.1) χpi(g) = (−1)
n−rvχpi′(g
′)
si g et g′ se correspondent.
Nous utilisons l’abre´viation r.c.i. pour repre´sentation de carre´ inte´grable. A` la ssect.
3.5 nous avons e´tudie´ l’involution i′ de´finie sur Grot(G′v) par la formule de dualite´ de
[Au]. A` partir de maintenant nous dirons qu’une repre´sentation irre´ductible π de G′v
est la duale d’une repre´sentation irre´ductible σ si i′(π) est e´gal a` σ ou −σ. La dualite´
sur Gv obtenue de fac¸on analogue est la dualite´ de Zelevinski. Rappelons que la duale
d’une repre´sentation cuspidale est elle-meˆme. Nous utilisons l’abre´viation d.r.c.i. pour
repre´sentation duale d’une repre´sentation de carre´ inte´grable. Notons Ca(Gv), Ca(G
′
v)
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(resp. Du(Gv), Du(G
′
v)) l’ensemble des classes de r.c.i. (resp. d.r.c.i.) de Gv et G
′
v.
Il existe une unique bijection C de Ca(Gv) sur Ca(G
′
v) telle que tout π ∈ Ca(Gv)
corresponde a` C(π) (correspondance de Jacquet-Langlands). Il existe aussi une unique
bijection D (ne pas confondre avec l’alge`bre a` division des sections pre´ce´dentes et qui
n’apparaˆıtra plus) de Du(Gv) sur Du(G
′
v) telle que tout π ∈ Du(Gv) corresponde a`
(−1)n−rD(π) (prop. 3.18).
Soient π ∈ Grot(Gv)∪Grot(G
′
v) et π
′ ∈ Grot(G′v). On dit que π et π
′ se correspondent
faiblement s’il existe ǫ ∈ {−1, 1} tel que les caracte`res ve´rifient :
(4.2) χpi(g) = ǫχpi′(g
′)
si g ∈ Gv et g
′ ∈ G′v sont elliptiques re´guliers et se correspondent.
Lemme 4.2. Si π est une repre´sentation irre´ductible elliptique de Gv ou de
G′v, alors π correspond faiblement a` une r.e.c.i. de G
′
v.
De´monstration. Suppsosns pour simplifier que π est une repre´sentation de G′v
(sinon on transfe`re par LJ De Gv a` G
′
v). On sait que π s’e´crit comme une combinaison
line´aire de repre´sentaions induites a` partir de r.e.c.i. de sous-groupe de Levi standard
de G′v. Comme elle est elliptique, il y a au moins un sous-groupe de Levi standard
qui n’est pas propre. Comme toutes les r.e.c.i. qui apparaissent ont le meˆme support
cuspidal, et comme au-dessus d’un support cuspidal donne´ il existe sur G′v au plus une
r.e.c.i. ([Ta]), on en de´duit qu’exactement l’un des sous-groupe de Levi standard n’est
pas propre. Comme les autres induites sont nulles sur l’ensemble des e´le´ments elliptiques
re´guliers, on en de´duit que π correspond faiblement a` un multiple scalaire d’une r.e.c.i.
σ. Le scalaire en question est le coefficient de σ dans la somme des induites de r.e.c.i.
qui repre´sente π. Ce coefficient est plus ou moins un, par une formule d’inversion de
Mo¨bius classique (voir [Ze], prop 9.13). 
Soit V l’ensemble des places de F ou` G′ est ramifie´. On suppose que V ne contient pas
des places infinies. Rappelons qu’une repre´sentation π de Gv qu’elle est G
′
v-nulle si le
caracte`re de π est nul sur l’ensemble des e´le´ments de Gv qui correspondent aux e´le´ments
de G′v. Fixons deux places distinctes v1 et v2 de F . On note A l’ensemble des se´ries
discre`tes π de G telles que, pour tout v ∈ V , πv n’est pas G
′
v-nulle et la composante
locale de π en v1 et v2 est elliptique.
Soit Xpi l’ensemble des se´ries discre`tes de G
′ telles que, pour toute place v /∈ V ∪
{v1, v2} on a πv ∼= π
′
v.
A` partir de maintenant, sauf mention du contraire, le corps global F est de car-
acte´ristique nulle.
Proposition 4.3. Xpi n’est pas vide.
De´monstration. Nous appliquons la de´marche classique de [JL], en utilisant la
formule des traces simple de [Ar], cor.7.5, avec des fonctions a` support dans les e´le´ments
elliptiques re´guliers aux places v1 et v2. Cette formule s’applique a` G et G
′ graˆce au
lemme 4.1. On arrive a`
(4.3)
∏
v∈V ∪{v1,v2}
χpiv(gv) =
∑
pi′∈Xpi
m(π′)
∏
v∈V ∪{v1,v2}
χpi′v(g
′
v)
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(m(π′) sont des multiplicite´s non nulles) si, pour toute place v ∈ V ∪ {v1, v2}, gv ∈ Gv
et g′v ∈ G
′
v se correspondent et, de plus, gv1 et gv2 sont elliptiques re´guliers. Nous avons
aussi utilise´ le the´ore`me de multiplicite´ un pour le spectre discret de G. Comme π ∈ A,
on peut chosir les gv de telle fac¸on que gv1 et gv2 soient elliptiques re´guliers, que les
autres gv correspondent a` des g
′
v ∈ G
′
v et que le terme de gauche de la formule soit non
nul. Donc le terme de droite n’est pas identiquement nul. Alors Xpi n’est pas vide. 
Proposition 4.4. Soit π ∈ A cuspidale. Alors il existe π′ ∈ Xpi telle que
π′v correspond a` πv pour tout v ∈ V \{v1, v2}, et π
′
v correspond faiblement a`
πv pour v ∈ {v1, v2}.
De´monstration. On utilise l’e´galite´ 4.3. Par [Ba3], Xpi est fini. A` toute place
v ∈ V \{v1, v2} la composante locale de π est ge´ne´rique ([Sh]). Pour v ∈ V \{v1, v2} πv
n’est pas G′v-nulle par hypothe`se. On applique la prop. 3.16. Le caracte`re de chaque πv,
v ∈ V \{v1, v2} peut eˆtre “remplace´” dans la formule par le caracte`re de la repre´sentation
u′v de G
′
v correspondante :∏
v∈V \{v1,v2}
u′v(g
′
v)
∏
v∈{v1 ,v2}
χpiv(gv) = ǫ
∑
pi′∈Xpi
m(π′)
∏
v∈V \{v1,v2}
χpi′v(g
′
v)
∏
v∈{v1,v2}
χpi′v(g
′
v)
ou` ǫ est un signe et, pour v ∈ {v1, v2}, g
′
v correspond a` gv elliptiques re´guliers quelcon-
ques. Soit X ′pi l’ensemble de tous les π
′ ∈ Xpi tels que π
′
v est e´quivalent a` u
′
v pour tout
v ∈ V \{v1, v2}. On peut alors e´crire :
∏
v∈V \{v1,v2}
u′v(g
′
v)
( ∏
v∈{v1,v2}
χpiv(gv)− ǫ
∑
pi′∈X′pi
m(π′)
∏
v∈{v1 ,v2}
χpi′v(g
′
v)
)
=
= ǫ
∑
pi′∈Xpi\X′pi
m(π′)
∏
v∈V \{v1,v2}
χpi′v(g
′
v)
∏
v∈{v1,v2}
χpi′v(g
′
v)
pour tout gv et g
′
v, v ∈ {v1, v2}, qui sont elliptiques re´guliers et se correspondent. Par
inde´pendance line´aire des caracte`res sur∏
v∈{v1,v2}
χpiv(gv)− ǫ
∑
pi′∈X′pi
m(π′)
∏
v∈{v1,v2}
χpi′v(g
′
v) = 0
pour des tels gv et g
′
v.
Comme π ∈ A, il existe gv1 et gv2 elliptiques re´guliers tels que χpiv1 (gv1) et χpiv2 (gv2)
soient non nuls. Donc X ′pi est non vide.
Soit X ′′pi l’ensemble des π
′ ∈ X ′pi tels que π
′
v1 et π
′
v2 sont elliptiques. Il est clair que la
dernie`re relation peut s’e´crire
∏
v∈V \{v1,v2}
G′v, on obtient que∏
v∈{v1,v2}
χpiv(gv)− ǫ
∑
pi′∈X′′pi
m(π′)
∏
v∈{v1,v2}
χpi′v(g
′
v) = 0.
En utilisant le lemme 4.2 et l’orthogonalite´ des caracte`res sur G′v , v ∈ {v1, v2}, on
en de´duit que pour au moins une des π′ ∈ X ′′pi , π
′
v correspond faiblement a` πv, pour
v ∈ {v1, v2}. 
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Soit maintenant π ∈ A dans le spectre re´siduel. Alors π provient d’un segment [ρ, k]
comme dans [MW], ou` k divise n et ρ est une repre´sentation cuspidale de GLn
k
(F ). Si
ρv est cuspidale, alors πv est une d.r.c.i..
Proposition 4.5. Supposons que ρv est cuspidale pour toute v ∈ V . Alors
il existe π′ ∈ Xpi telle que
- pour toute place v ∈ V \{v1, v2} on ait π
′
v = D(πv) et
- π′v correspond faiblement a` πv pour v ∈ {v1, v2}.
De´monstration. La preuve est la meˆme que pour la proposition pre´ce´dente, en
utilisant l’application D a` la place de l’application C. 
Proposition 4.6. Supposons que d divise nk et que pour toute place v ∈ V
ρv est une r.c.i.. Alors il existe π
′ ∈ Xpi telle que
- pour toute place v ∈ V \{v1, v2} on ait
π′v = Lg(ν
− k−1
2 C(ρv)⊗ ν
− k−3
2 C(ρv)).... ⊗ ν
k−1
2 C(ρv))
ou` ν est la norme re´duite et
- π′v correspond faiblement a` πv pour v ∈ {v1, v2}.
De´monstration. La preuve est la meˆme que pour les propositions pre´ce´dentes.
Seulement, quand on transfe`re πv = Lg(ν
− k−1
2 ρv ⊗ ν
− k−3
2 ρv.... ⊗ ν
k−1
2 ρv) on trouve un
e´le´ment de Grot(G′v) dont l’auteur ne sait s’il est une repre´sentation irre´ductible ou pas
(cas particulier qui semble assez difficile de la conjecture pose´e). Si on e´crit cet e´le´ment
comme combinaison line´aire de repre´sentations irre´ductibles non-e´quivalentes, alors nous
avons prouve´, prop. 3.11, que Lg(ν−
k−1
2 C(ρv)⊗ ν
− k−3
2 C(ρv))....⊗ ν
k−1
2 C(ρv)) apparaˆıt
dans cette somme avec un coefficient non nul. Ceci suffit pour obtenir le re´sultat. 
Remarque. S’il s’ave`re que la somme contient plus d’une repre´sentation irre´ductible
i.e. Lg(ν−
k−1
2 ρv⊗ν
− k−3
2 ρv....⊗ν
k−1
2 ρv) ne correspond pas a` Lg(ν
− k−1
2 C(ρv)⊗ν
− k−3
2 C(ρv))....⊗
ν
k−1
2 C(ρv)), alors la conjecture de multiplicite´ un est infirme´e pour les se´ries discre`tes
de G′. Ce proble`me semble eˆtre assez important. Nous esperons qu’une correspondance
de Jacquet-Langlands globale nous aide a` de´montrer un the´ore`me de multiplicite´ un
pour G′ et a` classifier le spe`ctre re´siduel de G′. Or, meˆme si on applique la formule des
traces dans sa forme ge´ne´rale et on sait montrer l’e´galite´ des coˆte´s ge´ome´triques comme
dans [AC], on se heurtera dans notre cas exactement a` ce proble`me (quel e´le´ment de
Grot(G′v) correspond a` une repre´sentation irre´ductible donne´e de Gv ?) pour conclure
sur la multiplicite´ ou sur la classification. De´ja` sur le cas particulier dans [Vi] on voit
qu’une correspondance de Jacquet-Langlands globale n’est pas induite par les correspon-
dances de Jacquet-Langlands locales, car aux places ou` G′ est ramifie´ les r.c.i. de G′v
correspondent tantoˆt a` des r.c.i. de Gv, tantoˆt a` des d.r.c.i..
Donnons un cas particulier, valable en toute caracte´ristique, utile peut-eˆtre a` ceux
qui ont de la marge dans le choix la forme inte´rieure ou la repre´sentation π.
Proposition 4.7. Soit π une se´rie discre`te de G telle que, pour toute place
v ∈ V , πv n’est pas G
′
v-nulle. S’il existe deux places v1 et v2 de F telles que
l’une des deux conditions suivantes soit ve´rifie´e :
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(i) πv1 est cuspidale et G
′
v2 est le groupe des e´le´ments inversibles d’une
alge`bre a` divison,
(ii) πv1 et πv2 sont cuspidales,
alors il existe une unique se´rie discre`te π′ de G′ telle que πv et π
′
v se cor-
respondent pour toute place v. Ceci est vrai meˆme si la caracte´ristique du
corps global F est non nulle.
De´monstration. Comme πv1 est cuspidale, π est cuspidale. On reprend la de´monstration
de la prop. 4.4, en appliquant cette fois la formule des traces simple de Kazhdan-Deligne,
valable en toute caracte´ristique, avec un coefficient non nul fv1 de πv1 a` la palce v1 et
une fonction fv2 a` support dans l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers a` la place
v2. D’une part, fv1 n’annule pas la trace de πv1 . D’autre part, graˆce a` l’hypothe`se sur
la place v2, il existe un fv2 a` support dans l’ensemble des e´le´ments elliptiques re´guliers
de G′v2 qui n’annule pas la trace de πv2 . On obtient, comme dans la prop. 4.4, un π
′
tel que π′v correspond a` πv pour tout v /∈ {v1, v2} et π
′
v2 correspond faiblement a` πv2 .
Toutefois, a` cet instant, nous n’avons pas prouve´ que π′v1 correspond faiblement a` πv1 ,
car la fonction a` la place v1 a e´te´ fixe´e de`s le de´but. Mais on sait quand meˆme que la
trace de π′v1 ne s’annule pas sur une fonction qui correspond a` fv1 (+). Soit σ
′
v1 la r.e.c.i.
de G′v1 qui correspond a` πv1 par Jacquet-Langlands. Alors
(++) fv1 correspond a` un coefficient f
′
v1 de σ
′
v1 et
(+++) comme πv1 est cuspidale, σ
′
v1 est cuspidale (th. 3.2, b)).
De (+), (++) et (+++) on obtient que π′v1 est e´quivalent a` σ
′
v1 . Par conse´quent, π
′
v1
est e´quivalent a` σ′v1 . Donc, πv1 correspond a` π
′
v1 .
Regardons maintenant la place v2 ou` on sait que πv2 et π
′
v2 se correspondent faible-
ment. Dans l’hypothe`se (i), comme πv2 est a` la fois elliptique et ge´ne´rique, c’est une
r.e.c.i., et comme G′v2 est le groupe des e´le´ments inversibles d’une alge`bre a` division, il
est clair que πv2 et π
′
v2 doivent se correspondre par Jacquet-Langlands. Dans l’hypothe`se
(ii), on utilise le lemme 4.2 :
(a) π′v2 e´tant elliptique, elle correspond faiblement a` une r.e.c.i. σ
′
v2 de G
′
v2 ,
(b) π′v2 et σ
′
v2 ont le meˆme support cuspidal (voir preuve du lemme 4.2).
Soit τ ′v2 l’image de πv2 par la correspondance de Jacquet-Langlands ; alors
(c) τ ′v2 est alors cuspidale (th. 3.2, b)).
Maintenant σ′v2 et τ
′
v2 se correspond faiblement puisque π
′
v2 et πv2 se correspond
faiblement. Comme σ′v2 et τ
′
v2 sont des r.e.c.i., elles sont e´quivalentes (orthogonalite´ des
caracte`res sur G′v2). Par le (b) et (c), π
′
v2 est e´quivalente a` τ
′
v2 . 
Le re´sultat du corollaire suivant est de´ja` connu de tous. Le corps global F est de
caracte´ristique quelconque.
Corollaire 4.8. Soit S un ensemble fini de places finies de F . Pour tout
v ∈ S on se donne une repre´sentation de carre´ inte´grable τ ′v de G
′
v. Alors il
existe une repre´sentation automorphe cuspidale π′ de G′ telle que, pour tout
v ∈ S, π′v est e´quivalente a` τ
′
v.
De´monstration. Quand G′ est GLn, ce re´sultat est, par exemple, le lemme 6.5 de
[AC]. Si G′ est une forme inte´rieure de GLn, posons, pour tout v ∈ S, τv = Ca
−1(τ ′v). On
conside`re l’ensemble {τv}v∈S ∪ {τv1 , τv2} ou` v1 et v2 sont deux places qui ne se trouvent
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pas dans S, et τv1 et τv2 sont des repre´sentations cuspidales unitaires de Gv1 resp. Gv2 .
En appliquant le re´sultat a` G = GLn, on trouve qu’il existe une repre´sentation cuspidale
π de G telle que πv est e´quivalente a` τv pour tout v ∈ S ∪ {v1, v2}. Si on applique la
proposition pre´ce´dente, cas (ii), a` π, on trouve une repre´sentation cuspidale de G′ qui a
les proprie´te´s voulues. 
4.3. Conse´quences sur l’unitarisabilite´. Nous donnons ici deux corollaires. Les
re´sultats dus a` Tadicˇ ou conjecture´s par Tadicˇ qui apparaissent dans cette section se
trouvent dans [Ta]. Le corps de base est ici de caracte´ristique nulle.
Corollaire 4.9. Tout e´le´ment de Du(G′v) est unitarisable.
De´monstration. On peut obtenir tout e´le´ment de Du(Gv) comme composante lo-
cale d’une repre´sentation π comme dans la prop. 4.5, parce qu’on peut toujours trouver
une repre´sentation cuspidale ρ de GLn
k
qui ait des composantes locales cuspidales uni-
taires donne´es aux places dans V . 
Remarque. Ce corollaire est un cas particulier de la conjecture U1 a` la fin de [Ta]
(ce que Tadicˇ y conjecture pour les r.c.i. nous l’avons montre´ ici pour les cuspidales
unitaires).
Corollaire 4.10. Si G′v = GLr(Av) (Av alge`bre a` division) et l’entier k
divise r, si δ est une r.c.i. de GL r
k
(Av), alors
Lg(ν−
k−1
2 δ ⊗ ν−
k−3
2 δ.... ⊗ ν
k−1
2 δ)
est unitarisable.
De´monstration. On peut toujours trouver une repre´sentation cuspidale ρ de GLn
k
qui ait des composantes locales r.c.i. donne´es aux places dans V . La pre´sente proposi-
tion est une conse´quence facile de ce fait, comme dans le corollaire pre´ce´dent, mais en
utilisant cette fois la prop 4.6. 
Remarque. C’est aussi un cas particulier des conjectures de Tadicˇ dans [Ta]. Prenons
un exemple simple :
Lg(ν−2δ ⊗ ν−1δ.... ⊗ ν2δ).
Supposons que νδ = ν
3.
Alors [Ta], prop. 4.3 implique que ν−
3
2 δ ⊗ ν
3
2 δ est re´ductible et la conjecture U1 de
Tadicˇ implique que Lg(ν−
3
2 δ ⊗ ν
3
2 δ) est unitarisable.
La prop. 2.2 combine´e au lemme 2.5 (toutes les deux dans [Ta]) impliquent alors
que l’induite τ de ν−
1
2Lg(ν−
3
2 δ ⊗ ν
3
2 δ) ⊗ ν
1
2Lg(ν−
3
2 δ ⊗ ν
3
2 δ) est irre´ductible. Elle est
unitarisable par la conjecture U2 de Tadicˇ.
Comme δ est unitaire aussi, la premie`re conjecture U0 de Tadicˇ implique que l’induite
de τ ⊗ δ est irre´ductible unitaire.
La prop 2.3 dans [Ta] implique que l’induite de τ ⊗ δ n’est autre que Lg(ν−2δ ⊗
ν−1δ.... ⊗ ν2δ).
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